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§ 1. Введение и предварительные сведения

Банахово пространство E измеримых на [0, 1] функций называется сим-
метричным пространством (кратко с.п.) или перестановочно-инвариантным
пространством, если:

1) оно идеально, т.е. из |x(t)| 6 |y(t)| для п.в. t ∈ [0, 1] и y ∈ E следует x ∈ E

и ∥x∥E 6 ∥y∥E ;
2) из равноизмеримости функций x и y, т.е. равенства∣∣{t ∈ [0, 1] : |y(t)| > u}

∣∣ =
∣∣{t ∈ [0, 1] : |x(t)| > u}

∣∣, u > 0,

где |a| – мера Лебега множества a ⊂ R, и y ∈ E вытекает x ∈ E и ∥x∥E = ∥y∥E .
В частности, любая измеримая на [0, 1] функция x(t) равноизмерима со своей

невозрастающей непрерывной слева перестановкой

x∗(t) := inf
{
u > 0 : |{s ∈ [0, 1] : |x(s)| > u}| < t

}
, 0 < t 6 1.

Если X – с.п. на [0, 1], то двойственное пространство X ′ состоит из всех y,
для которых

∥y∥X′ = sup
{∫ 1

0

x(t)y(t) dt : ∥x∥X 6 1
}

< ∞.

Пространство X ′ также симметрично; оно изометрически вложено в сопря-
женное X∗; при этом X ′ = X∗ тогда и только тогда, когда X сепарабельно.
Симметричное пространство X называется максимальным, если из того, что
xn ∈ X, n = 1, 2, . . . , supn=1,2,... ∥xn∥X < ∞ и xn → x п.в. на [0, 1], вытекает
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x ∈ X и ∥x∥X 6 lim supn→∞ ∥xn∥X . Далее, следуя [1], будем считать, что все
рассматриваемые с.п. сепарабельны или максимальны. Предполагается также
выполненным условие нормировки ∥κ[0,1]∥E = 1, где κe(t) – характеристиче-
ская функция измеримого подмножества e ⊂ [0, 1]. Тогда L∞ ⊂ E ⊂ L1 и
∥x∥L1 6 ∥x∥E 6 ∥x∥L∞ для любого x ∈ L∞. В любом с.п. E ограниченно дей-
ствует оператор подобного преобразования аргумента στx(t) = x(t/τ)κ[0,1](t/τ),
0 6 t 6 1, где τ > 0. При этом ∥στ∥E→E 6 max(1, τ) (см. [2; теоремы 2.4.4 и
2.4.5]). Числа

αE = lim
τ→0

ln ∥στ∥E

ln τ
, βE = lim

τ→∞

ln ∥στ∥E

ln τ

называются индексами Бойда с.п. E. Всегда 0 6 αE 6 βE 6 1. Например,
αLp

= βLp
= 1/p для всех p ∈ [1,∞].

Важный класс с.п. образуют пространства Орлича. Пусть M(u) – строго
возрастающая выпуклая функция на [0,∞), M(0) = 0. Тогда пространство
Орлича LM состоит из всех таких x ∈ L1, что∫ 1

0

M

(
|x(t)|

λ

)
dt 6 1

для достаточно большого λ > 0. В качестве нормы в LM рассматривается
функционал ∥x∥LM

= inf λ, где точная нижняя грань берется по всем λ > 0,
для которых выполнено предыдущее неравенство. Пространство Орлича, по-
строенное по функции M(u) = eu2 − 1, будем обозначать через exp L2, а за-
мыкание L∞ в exp L2 – через G. Хорошо известна (см. [3] или [4; лемма 3.2])
следующая характеризация этих пространств: измеримая функция x принад-
лежит exp L2 (соответственно G), если и только если

sup
0<t61

x∗(t)

log1/2
2 (2/t)

< ∞
(

соответственно lim
t→0

x∗(t)

log1/2
2 (2/t)

= 0
)

. (1.1)

Пусть D – семейство двоичных интервалов из [0, 1], т.е. интервалов вида
∆k

n = ((k − 1)2−n, k2−n), 1 6 k 6 2n, n = 0, 1, . . . . Функции χ0
0(t) = 1,

χk
n(t) = χ∆k

n
(t) =


1, t ∈ ∆2k−1

n+1 ,

−1, t ∈ ∆2k
n+1,

0 для остальных t ∈ [0, 1]

.

образуют систему Хаара. Обозначим через Ω множество индексов функций
Хаара, т.е. Ω := {(0, 0), (n, k), 1 6 k 6 2n, n = 0, 1, . . . }. Формула m = 2n + k

устанавливает взаимно однозначное соответствие между Ω и множеством на-
туральных чисел N, позволяя тем самым записывать эту систему с использо-
ванием лишь одного индекса: {χm}m∈N. Функции 2n/2χk

n, (n, k) ∈ Ω, образуют
полную ортонормированную систему, являющуюся монотонным базисом в лю-
бом сепарабельном с.п. Для того чтобы система Хаара была безусловным бази-
сом в сепарабельном с.п. E, необходимо и достаточно, чтобы 0 < αE 6 βE < 1
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(см. [1; теорема 2.c.6] или [2; теорема 2.9.6]). Еще одним эквивалентным этому
условием является ∥x∥E ≍ ∥Px∥E , где

x(t) =
∑

(n,k)∈Ω

ck
nχk

n(t), Px(t) =
( ∑

(n,k)∈Ω

(ck
nχk

n(t))2
)1/2

(см. [5; теорема 1.11]; если f и g – две неотрицательные функции или ква-
зинормы, определенные на множестве T , то выражение f ≍ g, t ∈ T , всюду
далее означает, что для некоторой константы C > 0 и всех t ∈ T выполнено
C−1f(t) 6 g(t) 6 Cf(t)).

Коэффициенты Фурье–Хаара ck
n = ck

n(x) функции x ∈ L1[0, 1] определяются
соотношением

ck
n = 2n

∫ 1

0

x(s)χk
n(s) ds, (n, k) ∈ Ω.

Функция Px(t) называется функцией Пэли. Для заданного с.п. E через P (E)
обозначим пространство всех таких функций x ∈ L1[0, 1], что Px ∈ E, с нормой

∥x∥P (E) := ∥Px∥E .

Настоящая работа посвящена изучению пространств P (E) и в особенно-
сти P (L∞). Заметим, что в случае E = L1 мы получаем хорошо извест-
ное двоичное H1-пространство (см. [6; § 1.2]; в этой же монографии в § 1.3
рассматриваются некоторые свойства пространства P (L∞), обозначаемого там
через SL∞). Здесь главное внимание будет уделено связи пространств ви-
да P (E) с с.п. Будут найдены необходимые и достаточные условия симмет-
ричности P (E) (как при изоморфной, так и при изометрической постановке
вопроса). Кроме того, усиливая вышеупомянутые результаты, мы докажем,
что оператор P ограничен в с.п. E, если и только если его индексы Бойда нетри-
виальны, т.е. 0 < αE 6 βE < 1. В частности, пространство P (L∞) не симмет-
рично (и даже не идеально). Мы покажем, что его симметрическая оболочка
(понимаемая в определенном смысле) совпадает с экспоненциальным простран-
ством Орлича exp L2. Важным свойством изучаемых пространств является то
обстоятельство, что система Радемахера “натягивает” 1-дополняемое подпро-
странство в P (E) для любого с.п. E. В заключительной части работы будут
рассмотрены интерполяционные свойства пары (L∞, P (L∞)); будет доказано,
что система Радемахера естественным образом порождает в ней K -замкнутую
подпару.

Напомним, что функции Радемахера определяются соотношением rk(t) =
sign[sin(2kπt)], 0 6 t 6 1, k ∈ N. Если a = (ak)∞k=1 ∈ ℓ2, то согласно теореме
Радемахера ряд

∑∞
n=1 anrn(t) сходится п.в. Множество всех таких функций

обозначим через Rad. Так как

rn+1(t) =
2n∑

k=1

χk
n(t), n = 0, 1, 2, . . . ,
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то P (
∑∞

n=1 anrn)(t) = (
∑∞

n=1 a2
n)1/2. Отсюда вытекает, что Rad ⊂ P (E) и∥∥∥∥ ∞∑

n=1

anrn

∥∥∥∥
P (E)

= ∥(an)∥ℓ2 (1.2)

для любого с.п. E. Тем самым, вместе с Rad пространство P (E) содержит
неограниченные функции. Более подробно о с.п. см. монографии [1] и [2], о
системах Хаара и Радемахера см. [4]–[8].

Некоторые результаты настоящей работы были анонсированы в заметке [9].

Авторы выражают благодарность рецензенту, предложения и замечания ко-
торого позволили улучшить окончательный текст статьи и, в частности, зна-
чительно сократить доказательство теоремы 2.

§ 2. Элементарные свойства пространств P (E)

Предложение 1. Для каждого с.п. E пространство P (E) полно.

Доказательство. Пусть x ∈ P (E) и x =
∫ 1

0

x(s) ds +
∑

I∈D aIχI . Сле-

дуя [6; c. 39–40], положим x1 :=
∫ 1

0

x(s) ds и xn :=
∑

I∈D, |I|=2−n+2 aIχI , ес-

ли n = 2, 3, . . . . Тогда отображение Ux := {xn}∞n=1 является изометрическим
вложением P (E) в банахово пространство E(ℓ2), которое состоит из всех по-
следовательностей {fn}∞n=1 функций из E таких, что

∥{fn}∥E(ℓ2) :=
∥∥∥∥( ∞∑

n=1

f2
n

)1/2∥∥∥∥
E

< ∞.

Стандартные рассуждения показывают, что образ U замкнут в E(ℓ2). Тем
самым, утверждение доказано.

Предложение 2. Пространство P (E) сепарабельно тогда и только тог-
да, когда сепарабельно с.п. E .

Доказательство. Пусть сначала E сепарабельно и
∑∞

m=1 cmχm ∈ P (E).
Тогда (

∑∞
m=1(cmχm)2)1/2 ∈ E и

lim
k→∞

∥∥∥∥( ∞∑
m=k

(cmχm)2
)1/2∥∥∥∥

E

= 0.

Тем самым, множество функций вида
∑k

m=1 cmχm, где k ∈ N, а cm рацио-
нальны, образует счетное всюду плотное в P (E) множество и, значит, P (E)
сепарабельно.

Предположим теперь, что E несепарабельно. Тогда существует такая функ-
ция x ∈ E, что |x| = x∗ и ∥xκ(0,ε)∥E > 1 для каждого ε > 0. Как нетрудно
видеть, не ограничивая общности, можно считать, что x =

∑∞
n=1 cnχ2

n ∈ P (E),
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0 6 c1 6 c2 6 · · · . Так как P (x) = |x|, то x ∈ P (E). В силу выбора x найдется
такая последовательность m1 < m2 < · · · , что∥∥∥∥ mi+1∑

n=mi+1

cnχ2
n

∥∥∥∥
P (E)

> 1.

Каждой последовательности θ = (θi)∞i=1, θi = ±1, i = 1, 2, . . . , поставим в соот-
ветствие функцию

yθ :=
∞∑

i=1

θi

mi+1∑
n=mi+1

cnχ2
n.

Очевидно, что yθ ∈ P (E) и ∥yθ∥P (E) = ∥x∥P (E). Так как ∥yθ1−yθ2∥P (E) > 1 для
произвольных θ1 ̸= θ2 и множество функций {yθ} имеет мощность континуум,
то отсюда вытекает несепарабельность P (E).

Рассмотрим теперь вопрос о том, когда пространство P (E) симметрично.
Как показывает следующая теорема, ответ в значительной степени зависит от
характера его постановки.

Теорема 1. Для произвольного с.п. E справедливы следующие утвержде-
ния.

1. P (E) – с.п., если и только если E = L2 и ∥x∥E = ∥x∥L2 для всех x ∈ L2 .
2. Для того чтобы P (E) с точностью до эквивалентности норм совпадало

с некоторым с.п., необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 0 < αE 6
βE < 1.

Доказательство. 1. Достаточность, конечно, сразу вытекает из равенства
Парсеваля. Докажем необходимость. Пусть x(t) – ступенчатая функция вида

x(t) =
n∑

k=1

akκ∆(k)(t), (2.1)

где двоичные интервалы ∆(k) попарно не пересекаются. Если функция ε(t),
|ε(t)| = 1, 0 6 t 6 1, принимает значение +1 на левой половине интервала ∆(k)
и −1 на его правой половине, то ε · κ∆(k) – некоторая функция Хаара χi(k) для
каждого k = 1, 2, . . . , n. Следовательно, ε · x =

∑n
k=1 akχi(k) и

P (ε · x) =
( n∑

k=1

(akχi(k))2
)1/2

=
n∑

k=1

|ak|κ∆(k) = |x|. (2.2)

Отсюда согласно предположению следует

∥Px∥E = ∥P (ε · x)∥E =
∥∥|x|∥∥

E
= ∥x∥E . (2.3)

Пусть S – оператор усреднения на множество констант, т.е.

Sy(t) :=
∫ 1

0

y(s) ds · κ[0,1](t).
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Так как любой полином по системе Хаара x =
∑n

k=1 ckχk – это одновременно
функция вида (2.1), то в силу (2.3)

∥x∥E =
∥∥∥∥( n∑

k=1

(ckχk)2
)1/2∥∥∥∥

E

, ∥(I − S)x∥E =
∥∥∥∥( n∑

k=2

(ckχk)2
)1/2∥∥∥∥

E

,

где I – тождественный оператор. Отсюда следует ∥(I −S)x∥E 6 ∥x∥E . Если E

сепарабельно, то множество полиномов по системе Хаара всюду плотно в нем
и, тем самым, ∥I − S∥E→E = 1. Применяя один из результатов работы [10],
получаем, что тогда E = L2 изометрически, и теорема в сепарабельном случае
доказана.

Если E – произвольное с.п., то через E0 обозначим замыкание L∞ в E. Так
как пространство P (L∞) не симметрично (даже с точностью до эквивалентно-
сти норм; см. [6; следствие 1.3.7 и замечание после него]), то без ограничения
общности можно считать, что E ̸= L∞. Тогда E0 – сепарабельное с.п., и в силу
только что доказанного утверждения E0 = L2. Отсюда E′′ = (E0)′′ = L2, и так
как E сепарабельно или максимально, E = E0 или E = E′′. В обоих случаях
E = L2.

2. Если 0 < αE 6 βE < 1, то, как уже упоминалось в § 1, ∥Px∥E ≍ ∥x∥E .
Переходя к доказательству необходимости, предположим, что x – произвольная
функция вида (2.1). Тогда по условию существует C > 0, для которого

C−1∥Px∥E 6 ∥P (ε · x)∥E 6 C∥Px∥E ,

где функция ε(t) определяется точно так же, как в части 1 доказательства.
Следовательно, учитывая равенство (2.2), для произвольного полинома x по
системе Хаара получаем

∥Px∥E ≍ ∥P (ε · x)∥E =
∥∥|x|∥∥

E
= ∥x∥E .

Отсюда опять в силу [1; теорема 2.c.6] и [5; теорема 1.11] (см. также [2; теоре-
ма 2.9.6]) получаем, что индексы Бойда пространства E0, а значит, и E нетри-
виальны.

Замечание 1. Из доказательства следует, что необходимость в обоих
утверждениях теоремы остается верной даже при более слабом условии иде-
альности пространства P (E) (соответственно изометрически или с точностью
до эквивалентности нормы).

§ 3. Оператор P в симметричных пространствах

В § 1 уже говорилось о том, что нормы пространств P (E) и E эквивалентны
тогда и только тогда, когда 0 < αE 6 βE < 1. Докажем два более точных
утверждения такого сорта, характеризующие вложения P (E) ⊂ E и E ⊂ P (E).

Теорема 2. Для произвольного с.п. E справедливы следующие утвержде-
ния.
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1. Вложение P (E) ⊂ E имеет место тогда и только тогда, когда αE > 0.
2. Для того чтобы выполнялось E ⊂ P (E), необходимо и достаточно, что-

бы 0 < αE 6 βE < 1.

Доказательство. 1. Пусть Snx, n = 1, 2, . . . , – последовательность частич-
ных сумм Фурье–Хаара функции x ∈ L1, т.е. Snx(t) =

∑n
k=1 ck(x)χk(t). Если

αE > 0, то в силу теоремы 6.3 из [8] (см. также более общий результат в работе
[11]) ∥Px∥E ≍ ∥S̄x∥E , где S̄x(t) := supn=1,2,... |Snx(t)|. Так как S̄x(t) > |x(t)|
п.в. на [0, 1], то ∥Px∥E > c∥x∥E с некоторым c > 0. Следовательно, P (E) ⊂ E.

Докажем обратное утверждение. Предположим, что оно неверно, т.е. αE = 0.
Тогда в силу [1; предложение 2.b.7] для произвольных n ∈ N и ε > 0 суще-
ствуют одинаково распределенные функции с непересекающимися носителями
x1, x2, . . . , x2n из E такие, что для любых ai ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, справедливы
неравенства

max
16i62n

|ai| 6
∥∥∥∥ 2n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥
E

6 (1 + ε) max
16i62n

|ai|. (3.1)

Так как E сепарабельно или максимально, то без ограничения общности можно
считать, что каждая функция xi является конечной линейной комбинацией ха-
рактеристических функций интервалов вида [(lj−1)2−k, lj2−k) для некоторого
фиксированного k ∈ N независимого от i. Кроме того (возможно, после некото-
рой перестановки значений функций), можно предположить, что на первых 2n

двоичных интервалах длины 2−k каждая функция xi не равна нулю в точности
на одном из них, принимая там некоторое значение (скажем, b1), не зависящее
от i. То же самое верно для следующих 2n интервалов длины 2−k (с b2 вме-
сто b1) и т.д.

Рассмотрим следующие “функции Хаара” над последовательностью {xi}2
n

i=1 :

h1 := x1 + · · ·+ x2n−1 − x2n−1+1 − · · · − x2n ,

h2 : = x1 + · · ·+ x2n−2 − x2n−2+1 − · · · − x2n−1

+ x2n−1+1 + · · ·+ x2n−1+2n−2 − x2n−1+2n−2+1 − · · · − x2n ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

hn :=
2n∑

j=1

(−1)j+1xj .

Заметим, что эти функции являются линейными комбинациями функций Ха-
ара, а именно

h1 = b1χ
1
k−n + b2χ

2
k−n + · · ·+ bmχm

k−n,

h2 = b1(χ1
k−n+1 + χ2

k−n+1) + b2(χ3
k−n+1 + χ4

k−n+1) + · · ·+ bm(χ2m−1
k−n+1 + χ2m

k−n+1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

hn = b1(χ1
k−1 + χ2

k−1 + · · ·+ χ2n−1

k−1 ) + b2(χ2n−1+1
k−1 + · · ·+ χ2n

k−1)

+ · · ·+ bm(χ(m−1)2n−1+1
k−1 + · · ·+ χm2n−1

k−1 ),
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где m 6 2k−n. По определению функции Пэли

P

( n∑
j=1

hj

)
=
√

n

( m∑
i=1

b2
i κ[(i−1)2n−k,i2n−k)

)1/2

=
√

n

m∑
i=1

|bi|κ[(i−1)2n−k,i2n−k).

Последняя сумма равноизмерима с функцией
√

n
∑2n

i=1 |xi|, и поэтому в си-
лу (3.1) ∥∥∥∥P

( n∑
j=1

hj

)∥∥∥∥
E

=
√

n

∥∥∥∥ 2n∑
i=1

|xi|
∥∥∥∥

E

6 (1 + ε)
√

n.

С другой стороны, еще раз применяя (3.1), получаем, что

∥∥∥∥ n∑
j=1

hj

∥∥∥∥
E

> n∥x1∥E = n.

Так как n ∈ N произвольно, то, сравнивая последние оценки, приходим к вы-
воду, что вложение P (E) ⊂ E не имеет места, что противоречит условию.

2. Достаточно показать, что из справедливости вложения E ⊂ P (E) следует
выполнение неравенств 0 < αE 6 βE < 1. Сначала, рассуждая по аналогии
с доказательством утверждения 1 теоремы, покажем, что αE > 0. Предполагая,
что это не так, как и ранее, для произвольных n ∈ N и ε > 0 найдем одинаково
распределенные функции с непересекающимися носителями x1, x2, . . . , x2n из E

такие, что для любых ai ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, выполнено (3.1). Будем опять
считать, что xi “перестроены” так же, как и в доказательстве части 1. Тогда
функции

g1 := x1 + · · ·+ x2n−1 − x2n−1+1 − · · · − x2n ,

g2 := x1 + · · ·+ x2n−2 − x2n−2+1 − · · · − x2n−1 ,

g3 := x1 + · · ·+ x2n−3 − x2n−3+1 − · · · − x2n−2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gn := x1 − x2

представимы в виде следующих линейных комбинаций функций Хаара:

g1 = b1χ
1
k−n + b2χ

2
k−n + · · ·+ bmχm

k−n,

g2 = b1χ
1
k−n+1 + b2χ

3
k−n+1 + · · ·+ bmχ

2(m−1)+1
k−n+1 ,

g3 = b1χ
1
k−n+2 + b2χ

5
k−n+2 + · · ·+ bmχ

22(m−1)+1
k−n+2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gn = b1χ
1
k−1 + b2χ

2n−1+1
k−1 + · · ·+ bmχ

(m−1)2n−1+1
k−1 .
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Так как

P

( n∑
j=1

(−1)j−1gj

)
>
√

n

( m∑
i=1

b2
i κ[(i−1)2n−k,(i−1)2n−k+21−k)

)1/2

=
√

n

m∑
i=1

|bi|κ[(i−1)2n−k,(i−1)2n−k+21−k),( m∑
i=1

|bi|κ[(i−1)2n−k,(i−1)2n−k+21−k)

)∗
> x∗1,

то, применяя (3.1), получаем∥∥∥∥P

( n∑
j=1

(−1)j−1gj

)∥∥∥∥
E

>
√

n∥x1∥E >
√

n. (3.2)

В то же время легко видеть, что∣∣∣∣ n∑
j=1

(−1)j−1gj

∣∣∣∣ 6 2
2n∑
i=1

|xi|,

откуда в силу (3.1) ∥∥∥∥ n∑
j=1

(−1)j−1gj

∥∥∥∥
E

6 2(1 + ε).

Так как n ∈ N произвольно, то последняя оценка вместе с неравенством (3.2)
показывают, что вложение E ⊂ P (E) не выполнено. Это противоречит усло-
вию, следовательно, неравенство αE > 0 доказано. Тем самым, в силу уже
доказанной части 1 получаем, что P (E) = E. Следовательно, по теореме 1
βE < 1.

Следствие 1. Пусть E – с.п. на [0, 1].
1. Если E ⊂ P (E), то E = P (E).

2. Если αE > 0, а β = 1, то P (E)
̸=
⊂ E .

Из части 2 доказанной теоремы 2 следует, что вложение E ⊂ P (E) эквива-
лентно безусловности системы Хаара в с.п. E. Отсюда, в частности, нетрудно
получить критерий RUC-базисности системы Хаара в с.п., анонсированный ра-
нее в [12]. Сначала напомним определения.

Пусть E – банахово пространство, E∗ – его сопряженное. Биортогональ-
ная система (ek, e∗k), ek ∈ E, e∗k ∈ E∗, называется RUC-системой (random
unconditional convergence system), если для каждого x из замкнутой линейной
оболочки [ek], порожденной векторами ek, k = 1, 2, . . . , ряд

∑∞
k=1 rk(s)e∗k(x)ek

сходится в E для п.в. s ∈ [0, 1], где rk – функции Радемахера. Это эквивалентно
тому, для любого (некоторого) p ∈ [1,∞) существует такая константа Kp > 0,
что неравенство

sup
n=1,2,...

(∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk(s)e∗k(x)ek

∥∥∥∥p

E

ds

)1/p

6 Kp∥x∥E
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справедливо для всех x ∈ [ek] (см. [13]). Базис, который вместе с базис-
ными коэффициентными функционалами образует RUC-систему, называется
RUC-базисом. Очевидно, всякий безусловный базис является RUC-базисом.
Примеры, показывающие, что обратное неверно, а также другую информацию
о RUC-системах см. в [13].

Следствие 2. Система Хаара образует RUC-базис в сепарабельном с.п. E

тогда и только тогда, когда 0 < αE 6 βE < 1.

Доказательство. Если система Хаара образует RUC-базис в сепарабель-
ном с.п. E, то с некоторым K и для всех n ∈ N выполнено∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk(s)ckχk

∥∥∥∥
E

ds 6 K

∥∥∥∥ n∑
k=1

ckχk

∥∥∥∥
E

.

В то же время в силу L1-неравенства Хинчина с оптимальной константой, най-
денной Шареком в [14],∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk(s)ckχk

∥∥∥∥
E

ds >

∥∥∥∥∫ 1

0

∣∣∣∣ n∑
k=1

rk(s)ckχk

∣∣∣∣ ds

∥∥∥∥
E

>
1√
2

∥∥∥∥( n∑
k=1

(ckχk)2
)1/2∥∥∥∥

E

.

Тем самым, так как E сепарабельно, ∥Px∥E 6
√

2K∥x∥E для всех x ∈ E, и, при-
меняя теорему 2, получаем, что 0 < αE 6 βE < 1. Так как противоположное
утверждение очевидно, то следствие доказано.

Замечание 2. Хорошо известно, что последовательность частичных сумм
Фурье–Хаара Snx произвольной функции x ∈ L1[0, 1] образует мартингал отно-
сительно естественной последовательности σ-алгебр, порожденных двоичными
интервалами из [0, 1]. С этой точки зрения утверждения теоремы 2 интересно
сопоставить с результатами работы [15], в которой рассматривается квадрати-
ческая функция Pf , соответствующая произвольному мартингалу f = {fn}∞n=1.
В частности, из утверждения 1 теоремы 2 и [15; теорема 3.1] вытекает сле-
дующее: если в некотором с.п. E выполнено неравенство ∥Px∥E > c∥x∥E , то
аналогичное соотношение ∥Pfx∥E > cf∥x∥E справедливо для любого мартинга-
ла f на [0, 1].

§ 4. Система Радемахера в пространстве P (E)

Напомним, что замкнутое подпространство F банахова пространства E на-
зывается дополнямым (соответственно 1-дополняемым) в E, если существует
проектор, ограниченный в E (соответственно с нормой, равной 1), образ кото-
рого совпадает с F .

В силу равенства (1.2) для любого с.п. E множество Rad сумм сходящих-
ся п.в. рядов по системе Радемахера – замкнутое линейное подпространство
пространства P (E), изометричное ℓ2.

Теорема 3. Подпространство Rad 1-дополняемо в P (E) для любого с.п. E .
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Доказательство. Достаточно показать, что ортогональный проектор

Tf(s) :=
∞∑

n=1

∫ 1

0

frn dt · rn(s)

ограничен в P (E) и
∥Tf∥P (E) 6 ∥f∥P (E). (4.1)

Если f =
∫ 1

0

f dt +
∑

I∈D aIχI , то для каждого n ∈ N

∫ 1

0

frn dt =
∑

I∈D, |I|=2−n+1

aI

∫
I

χIrn dt = 2−n+1
∑

I∈D, |I|=2−n+1

aI .

Значит,

Tf =
∞∑

n=1

(
2−n+1

∑
I∈D, |I|=2−n+1

aI

)
rn

=
∞∑

n=1

(
2−n+1

∑
I∈D, |I|=2−n+1

aI

) ∑
I∈D, |I|=2−n+1

χI

(т.е. оператор T усредняет коэффициенты Фурье–Хаара функции f , соответ-
ствующие каждой пачке системы Хаара). Таким образом, по определению

∥Tf∥2P (E) =
∞∑

n=1

(
2−n+1

∑
I∈D, |I|=2−n+1

aI

)2

. (4.2)

С другой стороны, для произвольных n ∈ N и j = 1, 2, . . . , 2n рассмотрим
следующую последовательность двоичных интервалов {I(n,j)

k }∞k=1: если 1 6

k 6 n + 1 и (i − 1)2n−k+1 < j 6 i2n−k+1, где i = 1, . . . , 2k−1, то I
(n,j)
k = ∆i

k−1

(в частности, I
(n,j)
1 = (0, 1) для всех j = 1, 2, . . . , 2n, I

(n,j)
2 = (0, 1/2), если

j = 1, 2, . . . , 2n−1, и I
(n,j)
2 = (1/2, 1), если j = 2n−1 + 1, . . . , 2n, и т.д.); если же

k > n + 1, то I
(j)
k – произвольный двоичный интервал длины 2−k+1. Заметим,

что Pf > (
∑∞

k=1 a2
Ik

)1/2 для каждой последовательности двоичных интервалов
{Ik}∞k=1 такой, что |Ik| = 2−k+1 и Ik+1 ⊂ Ik, k = 1, 2, . . . . Поэтому

Pf >
2n∑

j=1

(n+1∑
k=1

a2

∆
i(j)
k−1

)1/2

κ∆j
n
, n ∈ N,

где i(j) таково, что (i(j)− 1)2n−k+1 < j 6 i(j)2n−k+1. Тем самым,

∥f∥P (E) >
∫ 1

0

Pf(t) dt > 2−n
2n∑

j=1

(n+1∑
k=1

a2

∆
i(j)
k−1

)1/2

> 2−n

(n+1∑
k=1

( 2n∑
j=1

|a
∆

i(j)
k−1
|
)2)1/2

= 2−n

(n+1∑
k=1

(
2n−k+1

2k−1∑
i=1

|a∆i
k−1
|
)2)1/2

=
(n+1∑

k=1

(
2−k+1

∑
I∈D, |I|=2−k+1

|aI |
)2)1/2

.
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Так как n ∈ N произвольно, то, переходя к пределу при n →∞, получаем( ∞∑
k=1

(
2−k+1

∑
I∈D, |I|=2−k+1

|aI |
)2)1/2

6 ∥f∥P (E),

откуда в силу (4.2) получаем (4.1), и теорема доказана.

Следствие 3. Для любого с.п. E пространство P (E) содержит 1-допол-
няемое подпространство, изометричное ℓ2 .

Замечание 3. Хорошо известно (см. [1; теорема 2.b.4] или [16]), что опера-
тор T из доказательства теоремы 3 ограничен в с.п. E тогда и только тогда,
когда G ⊂ E ⊂ G′, где G – замыкание L∞ в экспоненциальном пространстве
Орлича exp L2, а G′ – пространство, двойственное к G. Кроме того, в силу ре-
зультатов работы [17] (см. также [18]) последнее условие эквивалентно тому, что
сепарабельное с.п. E, в котором нет дополняемой подрешетки, изоморфной ℓ2,
содержит ℓ2 как дополняемое подпространство. Сравнение этих результатов
с теоремой 3 говорит о существенном различии свойств с.п. и пространств ви-
да P (E).

§ 5. Симметрическая оболочка Rad и P (L∞)

Пусть F – множество функций, определенных на [0, 1], F ⊂ L1[0, 1].
Симметрической оболочкой F будем называть с.п. E, обладающее следую-

щими свойствами:
1) F ⊂ E;
2) существует такая константа α > 0, что для произвольной функции x ∈ E

найдется f ∈ F , для которой x∗(t) 6 f∗(t) + α∥x∥E п.в. на [0, 1].
Нетрудно видеть, что симметрическая оболочка каждого множества (с точ-

ностью до эквивалентности норм) единственна.
Заметим, что введенное понятие несколько отличается от понятия переста-

новочно инвариантной оболочки множества, рассматриваемого в работе [19]
(см. также [20; теорема 5.7.10]).

Для характеризации симметрических оболочек множеств Rad и P (L∞) нам
понадобятся некоторые свойства двоичного пространства BMO, которое мы
будем обозначать через BMOd. Напомним, что пространство BMO = BMO[0, 1]
состоит из всех функций f ∈ L1[0, 1] таких, что

∥f∥BMO := sup
I

1
|I|

∫
I

|f(s)− fI | ds < ∞,

где супремум берется по всем интервалам I ⊆ [0, 1], fI =
1
|I|

∫
I

f(s) ds. Если

в последнем определении рассматривать только I ∈ D, то получим полунорму
∥f∥d, определяющую двоичное пространство BMOd. Ясно, что ∥f∥d 6 ∥f∥′d,
где

∥f∥′d := sup
I∈D

(
1
|I|

∫
I

|f(s)− fI |2 ds

)1/2

.
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Более того, в силу одного из следствий теоремы Джона–Ниренберга (см. [21; за-
мечание 3.9]) ∥f∥′d 6 C∥f∥d для некоторого C > 0. Далее нам будет нужно так-
же следующее непосредственно проверяемое равенство: если f =

∑
J∈D aJχJ ,

то

∥f∥′d = sup
I∈D

(
1
|I|

∑
J∈D, J⊆I

a2
J |J |

)1/2

.

Предложение 3. P (L∞) ⊂ BMOd и ∥f∥d 6 ∥f∥P (L∞) для всех f ∈ P (L∞).

Доказательство. Не ограничивая общности, можно предположить, что∫ 1

0

f ds = 0 и, следовательно, f =
∑

J∈D aJχJ . Для произвольного интервала

I ∈ D положим

PI(f)(x) :=
( ∑

J∈D, J⊆I

a2
JκJ(x)

)1/2

.

Тогда PI(f)(x) 6 Pf(x), 0 6 x 6 1, и

∥PI(f)∥L∞(I,dx/|I|) 6 ∥Pf∥L∞[0,1] = ∥f∥P (L∞). (5.1)

Так как

∥PI(f)∥L2(I,dx/|I|) =
(

1
|I|

∫
I

PI(f)2 dx

)1/2

=
(

1
|I|

∑
J∈D, J⊆I

a2
J

∫
I

κJ(x) dx

)1/2

=
(

1
|I|

∑
J∈D, J⊆I

a2
J |J |

)1/2

,

то из (5.1) следует, что(
1
|I|

∑
J∈D, J⊂I

a2
J |J |

)1/2

6 ∥PI(f)∥L∞(I,dx/|I|) 6 ∥f∥P (L∞).

Тем самым, в силу произвольности I ∈ D и замечания, сделанного после опре-
деления BMOd, получаем оба утверждения предложения.

Замечание 4. В работе [22] доказано, что∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
BMO

≍ ∥(ak)∞k=1∥ℓ2 + sup
n∈N

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak

∣∣∣∣
с константами, не зависящими от ak ∈ R. Отсюда, в частности, следует, что
Rad ̸⊂ BMO. Тем более, P (E) ̸⊂ BMO для произвольного с.п. E, что говорит
об определенной точности предложения 3.

Теорема 4. Для каждой функции x ∈ G существует сумма Радемахера
f =

∑∞
k=1 akrk , a = (ak)∞k=1 ∈ ℓ2 , такая, что ∥a∥ℓ2 6 C1∥x∥G и

x∗(t) 6 C2(∥a∥ℓ2 + f∗(t)), 0 < t 6 1, (5.2)

где C1 > 0 и C2 > 0 не зависят от x и f .
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Доказательство. Хорошо известно (см. [1; доказательство теоремы 2.b.4,
(i)]), что п.в. на [0, 1] существует

u(t) := lim
n→∞

(
1√
n

n∑
k=1

rk(t)
)∗

, (5.3)

причем u(t) эквивалентна на [0, 1/2] функции v(t) := log1/2
2 (2/t). Обозначим

соответствующую константу эквивалентности через δ. Тогда, в частности,∫ t

0

v(s) ds 6 2δ

∫ t

0

u(s) ds, 0 < t 6 1. (5.4)

В силу характеризации (1.1) пространства G, если x ∈ G, то с некоторой уни-
версальной константой γ > 0

x∗(t) 6 γ∥x∥Gv(t), 0 < t 6 1, lim
t→0

x∗(t)
v(t)

= 0. (5.5)

Построим такую последовательность t1 > t2 > · · · точек из [0, 1], что tk ↓ 0,

x∗(t) 6 γ∥x∥Gv(t) ·
∞∑

k=1

21−kχ(tk+1,tk](t), 0 < t 6 1, (5.6)∫ τ

tk+1

u(t) dt >
1
2

∫ τ

0

u(t) dt для всех τ ∈ [tk, tk−1], k = 2, 3, . . . . (5.7)

Возьмем t1 = 1 и выберем t2 < 1 таким образом, чтобы

x∗(t) 6
1
2
γ∥x∥Gv(t) для всех 0 < t 6 t2. (5.8)

Для любого τ ∈ [t2, t1] найдется такое b(τ) ∈ (0, t2), что∫ τ

b(τ)

u(t) dt =
1
2

∫ τ

0

u(t) dt.

В силу абсолютной непрерывности интеграла функция b(τ) непрерывна на
[t2, t1]. Поэтому t′3 := mint26τ6t1 b(τ) > 0. Пусть t3 ∈ (0, t′3] таково, что

x∗(t) 6
1
22

γ∥x∥Gv(t) для всех 0 < t 6 t3.

Тогда в силу выбора t3 (см. первое неравенство в (5.5) и (5.8)) соотношения (5.6)
и (5.7) выполнены при t ∈ [t3, t1] и k = 2 соответственно. Выбор последующих
точек tk производится аналогичным образом.

Далее, положим m1 = 0. Заметим, что сходимость в (5.3) равномерна на
любом промежутке [λ, 1/2], 0 < λ < 1/2. Поэтому можно выбрать m2 > m1

так, что (
1

(m2 −m1)1/2

m2∑
k=m1+1

rk(t)
)∗

>
1
2
u(t)
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для всех t ∈ [t2, t1]. Если m1 < m2 < · · · < mi найдены, то в силу элементар-
ных свойств функций Радемахера (см., например, [4; предложение 1.4]) можно
выбрать mi+1 > mi таким образом, чтобы(

1
(mi+1 −mi)1/2

mi+1∑
k=mi+1

rk(t)
)∗

>
1
2
u(t) для всех t ∈ [ti+1, ti]. (5.9)

Обозначим

ak :=
25−iγδ∥x∥G

(mi+1 −mi)1/2
, mi < k 6 mi+1, i ∈ N,

zi :=
mi+1∑

k=mi+1

akrk, i ∈ N, f :=
∞∑

k=1

akrk.

Так как система Радемахера безусловна с константой 1 в любом с.п. (в том

числе в L1 с нормой
∫ τ

0

x∗(s) ds, 0 < τ 6 1), то для любых i = 2, 3, . . . и

τ ∈ [ti, ti−1] имеем ∫ τ

0

f∗(t) dt >
∫ τ

0

z∗i (t) dt >
∫ τ

ti+1

z∗i (t) dt.

Кроме того, в силу (5.9), (5.7) и (5.4) для всех τ ∈ [ti, ti−1]∫ τ

ti+1

z∗i (t) dt > 24−iγβ∥x∥G

∫ τ

ti+1

u(t) dt

> 23−iγβ∥x∥G

∫ τ

0

u(t) dt > 22−iγ∥x∥G

∫ τ

0

v(t) dt.

В то же время на промежутке (0, ti−1], как показывает неравенство (5.6), имеем
22−iγ∥x∥Gv(t) > x∗(t). Таким образом, так как

⋃∞
i=2[ti, ti−1] = (0, 1], то из двух

последних неравенств следует, что∫ τ

0

x∗(t) dt 6
∫ τ

0

f∗(t) dt, 0 < τ 6 1. (5.10)

Кроме того,

∥a∥ℓ2 6 32γδ∥x∥G

( ∞∑
i=1

4−i

)1/2

= C1∥x∥G,

где C1 := 32 · 3−1/2γδ – универсальная константа.
Для доказательства (5.2) напомним (см. [19] или [21; теорема 3.3]), что для

любой функции g ∈ BMOd справедливо неравенство

1
t

∫ t

0

g∗(s) ds− g∗(t) 6 32∥g∥d, 0 < t 6
1
4

(оно доказано там для BMO, но простой анализ доказательства показывает, что
его аналог верен и для BMOd). Поэтому в силу (5.10), а также предложения 3
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и равенства (1.2) для 0 < t 6 1/4

x∗(t) 6
1
t

∫ t

0

x∗(s) ds 6
1
t

∫ t

0

f∗(s) ds 6 f∗(t) + 32∥f∥P (L∞) = f∗(t) + 32∥a∥ℓ2 .

Если же 1/4 < t 6 1, то, применяя (5.10) еще раз, получим

x∗(t) 6
1
t

∫ t

0

x∗(s) ds 6 4
∫ t

0

f∗(s) ds 6 4∥f∥2 = 4∥a∥l2 .

Так как (5.2) – непосредственное следствие этих соотношений, то теорема до-
казана.

Так как Rad ⊂ G (см. [23; теорема 5.8.7] или [24]), то из теоремы 4 вытекает

Следствие 4. Пространство G является симметрической оболочкой под-
пространства Rad.

Найдем теперь симметрическую оболочку множества P (L∞). Прежде всего,
Rad ⊂ P (L∞) (см. (1.2)), и поэтому из теоремы 4 следует, что она содержит G.
С другой стороны, в силу [6; следствие 1.3.2] справедлива следующая оценка

распределений функций из пространства P (L∞): если
∫ 1

0

x(s) ds = 0, то

∣∣{s ∈ [0, 1] : |x(s)| > t}
∣∣ 6 2 exp

(
− t2

2∥x∥2P (L∞)

)
, t > 0.

Тем самым, учитывая (1.1), а также очевидное неравенство
∣∣∣∣∫ 1

0

x(s) ds

∣∣∣∣ 6

∥x∥P (L∞), получаем, что P (L∞) ⊂ exp L2 и ∥x∥exp L2 6 C∥x∥P (L∞) для всех
x ∈ P (L∞) и некоторой константы C > 0. Таким образом, для доказательства
того, что симметрическая оболочка P (L∞) совпадает с пространством exp L2,
достаточно установить справедливость следующей теоремы.

Теорема 5. Для любой функции x ∈ exp L2 существует такая функция
f ∈ P (L∞), что

1
C1
∥x∥exp L2 6 ∥f∥P (L∞) 6 C1∥x∥exp L2 , (5.11)

x∗(t) 6 C2(f∗(t) + ∥f∥P (L∞)), (5.12)

где константы C1 > 0 и C2 > 0 не зависят от x и f .
В частности, существует функция f0 ∈ P (L∞), ∥f0∥P (L∞) = 1, для ко-

торой

|f0(t)| 6 log1/2
2

2
t
, 0 < t 6 1, (5.13)

f∗0 (t) >
1
4

log1/2
2

2
t

(5.14)

для всех t ∈ (0, t0] и некоторого t0 ∈ (0, 1).
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Доказательство. Докажем сначала второе утверждение теоремы. Для
каждого k = 1, 2, . . . определим два семейства двоичных интервалов:

Σ1
k := {∆1+2j−1

k+j−1 , j = 2, . . . , k}, Σ2
k := {∆2j

k+j−1, j = 2, . . . , k}

(в частности, Σ1
1 = Σ2

1 = ∅). Заметим, что интервалы обоих семейств Σ1
k и Σ2

k

монотонно убывают и содержатся в двоичном интервале ∆2
k. Точнее,

∆2
k ⊃ ∆3

k+1 ⊃ · · · ⊃ ∆1+2k−1

2k−1 , ∆2
k ⊃ ∆4

k+1 ⊃ · · · ⊃ ∆2k

2k−1, k = 1, 2, . . . .

(5.15)
Кроме того, из определения функций Хаара следует, что для всех k = 1, 2, . . .

χI(t) =

{
1, если I ∈ Σ1

k ∪ {∆2
k}, t ∈ ∆1+2k

2k ,

−1, если I ∈ Σ2
k ∪ {∆2

k}, t ∈ ∆2k+1

2k .
(5.16)

Положим

f0 :=
∞∑

k=1

1√
k

(
χ∆2

k
+

∑
I∈Σ1

k

χI +
∑

I∈Σ2
k

χI

)
.

Так как интервалы ∆2
k = (2−k, 2−k+1], k = 1, 2, . . . , попарно не пересекаются и⋃∞

k=1 ∆2
k = (0, 1], то (Pf0)2(t) 6 1, 0 < t 6 1. Кроме того, если Ek := ∆1+2k

2k ∪
∆2k+1

2k , то (Pf0)2(t) = 1 для t ∈ Ek. Следовательно, ∥f0∥P (L∞) = ∥Pf0∥∞ = 1.
Оценим теперь саму функцию f0. В силу (5.15) и (5.16) |f0(t)| 6

√
k, если

t ∈ ∆2
k, и |f0(t)| =

√
k, если t ∈ Ek, k = 1, 2, . . . . Тем самым,

∞∑
k=1

√
kκEk

(t) 6 |f0(t)| 6
∞∑

k=1

√
kκ(2−k,2−k+1](t), 0 < t 6 1. (5.17)

Заметим также, что множества Ek попарно не пересекаются и

|Ek| = 2−2k+1, k = 1, 2, . . . . (5.18)

С другой стороны, справедливы неравенства
∞∑

k=1

√
kκ(2−k,2−k+1](t) 6 log1/2

2

2
t

6
∞∑

k=1

√
k + 1κ(2−k,2−k+1](t), 0 < t 6 1. (5.19)

Оценка (5.13) является непосредственным следствием неравенств (5.17) и
(5.19). Далее, правая часть в (5.19) равна сумме u(t) + v(t), где

u(t) :=
∞∑

i=1

√
2iκ(2−2i+1,2−2i+2](t), v(t) :=

∞∑
i=1

√
2i + 1κ(2−2i,2−2i+1](t).

В силу (5.17) и (5.18) u∗(t) 6
√

2f∗0 (t) и v∗(t) 6
√

3f∗0 (t), 0 < t 6 1. Таким
образом, применяя еще раз (5.19), получаем

log1/2
2

2
t

6
1
t

∫ t

0

log1/2
2

2
s

ds 6
1
t

∫ t

0

u∗(s) ds

+
1
t

∫ t

0

v∗(s) ds 6

√
2 +

√
3

t

∫ t

0

f∗0 (s) ds.



20 С.В. АСТАШКИН, Е.М. СЕМЕНОВ

Отсюда точно так же, как в заключительной части доказательства теоремы 4,
применяя [21; теорема 3.3] и предложение 3, получаем, что для 0 < t 6 1/4

log1/2
2

2
t

6 (
√

2 +
√

3)(f∗0 (t) + 32∥f0∥d) 6 (
√

2 +
√

3)(f∗0 (t) + 32∥f0∥P (L∞))

= (
√

2 +
√

3)(f∗0 (t) + 32),

откуда вытекает (5.14).
Доказательство первого утверждения теоремы аналогично. Прежде всего,

в силу (1.1) для x ∈ exp L2

∥x∥exp L2 ≍ sup
k=1,2,...

x∗(2−2k)√
k

с универсальными константами. Поэтому для некоторых C1 > 0 и k0 ∈ N

x∗(2−2k0) > C−1
1

√
k0∥x∥exp L2 , x∗(2−2k) 6 C1

√
k∥x∥exp L2 , k = 1, 2, . . . .

Положим

f :=
∞∑

k=1

x∗(2−2k)
k

(
χ∆2

k
+

∑
I∈Σ1

k

χI +
∑

I∈Σ2
k

χI

)
,

где Σ1
k и Σ2

k – семейства двоичных интервалов, определенные ранее. Тогда
в силу предыдущих неравенств для всех k = 1, 2, . . .( k0∑

i=1

(
x∗(2−2k0)

k0

)2)1/2

> C−1
1 ∥x∥exp L2 ,( k∑

i=1

(
x∗(2−2k)

k

)2)1/2

6 C1∥x∥exp L2 .

Отсюда и из определения f , как и в первой части доказательства, получа-
ем (5.11). Кроме того, точно так же, как и там, получаем

|f(t)| >
∞∑

k=1

x∗(2−2k)κEk
(t), (5.20)

где по-прежнему Ek = ∆1+2k

2k ∪∆2k+1

2k .
С другой стороны,

x∗(t) 6
∞∑

k=1

x∗(2−k)κ(2−k,2−k+1](t) = u1(t) + v1(t),

где

u1(t) :=
∞∑

i=1

x∗(2−2i+1)κ(2−2i+1,2−2i+2](t), v1(t) :=
∞∑

i=1

x∗(2−2i)κ(2−2i,2−2i+1](t).
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Из (5.20) и (5.18) следует, что u∗1(t) 6 f∗(t) и v∗1(t) 6 f∗(t), 0 < t 6 1. Таким
образом, так же, как и в первой части доказательства, получаем

x∗(t) 6
1
t

∫ t

0

x∗(s) ds 6
1
t

∫ t

0

u∗1(s) ds +
1
t

∫ t

0

v∗1(s) ds 6
2
t

∫ t

0

f∗(s) ds

6 2(f∗(t) + 32∥f∥d) 6 2(f∗(t) + 32∥f∥P (L∞)),

и (5.12) доказано.

Из полученных результатов вытекает

Следствие 5. Симметрическая оболочка пространства P (L∞) совпадает
с экспоненциальным пространством Орлича exp L2 .

§ 6. Интерполяционные свойства банаховой пары (L∞, P (L∞))

Пусть (X0, X1) – банахова пара, т.е. банаховы пространства X0 и X1 вложены
в некоторое отделимое линейное топологическое пространство, и x ∈ X0 + X1,
t > 0. Функционал

K (t, x,X0, X1) = inf{∥x0∥X0 + t∥x1∥X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1}

называется K -функционалом Петре пары (X0, X1). Пусть Y0 и Y1 – замкну-
тые подпространства X0 и X1 соответственно. Пара (Y0, Y1) называется
K-замкнутой подпарой пары (X0, X1), если функционалы K (t, y,X0, X1)
и K (t, y, Y0, Y1) эквивалентны с константами, не зависящими от t > 0 и
y ∈ Y0 + Y1. По банаховой паре (X0, X1) и банаховой решетке F на (0,∞) с ме-
рой dt/t такой, что min(1, t) ∈ F , можно построить пространство вещественного
K -метода (X0, X1)K

F с нормой ∥x∥ := ∥K (t, x,X0, X1)∥F , которое интерполя-
ционно относительно банаховой пары (X0, X1) (см. [25; § 3.3]). Это означает,
что произвольный линейный оператор, ограниченный в X0 и X1, ограничен
в (X0, X1)K

F . В частном случае, когда F – “весовое” пространство Lp(t−θ, dt/t),
0 < θ < 1, 1 6 p 6 ∞, получаем классические пространства (X0, X1)θ,p. По-
дробное описание их свойств см., например, в монографии [26].

Рассмотрим оператор

Ra(t) =
∞∑

k=1

akrk(t), a = (ak)∞k=1 ∈ ℓ2,

где, как и ранее, rk(t) – функции Радемахера. Оператор R изометрически
действует из ℓ1 в L∞ и (в силу равенства (1.2)) из ℓ2 в P (L∞). Тем са-
мым, пару (R(ℓ1), R(ℓ2)) можно рассматривать как подпару банаховой пары
(L∞, P (L∞)), где R(ℓ1) – подпространство L∞, а R(ℓ2) (= Rad) – подпростран-
ство P (L∞). Так как пары (R(ℓ1), R(ℓ2)) и (ℓ1, ℓ2) изометричны, то по опреде-
лению K -функционала

K (t, Ra; R(ℓ1), R(ℓ2)) = K (t, a; ℓ1, ℓ2). (6.1)
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Теорема 6. Банахова пара (R(ℓ1), R(ℓ2)) является K-замкнутой подпарой
пары (L∞, P (L∞)).

Доказательство. В силу (6.1) достаточно показать, что с константами, не
зависящими от a = (ak)∞k=1 ∈ ℓ2 и t > 0, выполнено

K (t, Ra; L∞, P (L∞)) ≍ K (t, a; ℓ1, ℓ2).

Прежде всего, по определению K -функционала

K (t, Ra; L∞, P (L∞)) 6 inf
{
∥Rb∥L∞ + t∥Rc∥P (L∞) : a = b + c, b ∈ ℓ1, c ∈ ℓ2

}
= inf

{
∥b∥ℓ1 + t∥c∥ℓ2 : a = b + c, b ∈ ℓ1, c ∈ ℓ2

}
= K (t, a; ℓ1, ℓ2).

С другой стороны, как уже отмечалось, P (L∞) ⊂ exp L2 и ∥x∥exp L2 6
C∥x∥P (L∞) для всех x ∈ P (L∞). Поэтому

K (t, Ra; L∞, G) = K (t, Ra; L∞, exp L2) 6 CK (t, Ra; L∞, P (L∞)).

Кроме того, в силу [4; теорема 4.1] с константами, не зависящими от a =
(ak)∞k=1 ∈ ℓ2 и t > 0,

K (t, Ra; L∞, G) ≍ K (t, a; ℓ1, ℓ2).

Таким образом,

K (t, a; ℓ1, ℓ2) 6 C ′K (t, Ra; L∞, P (L∞)),

и теорема доказана.

Из этой теоремы, а также определения пространств вещественного K -мето-
да получаем

Следствие 6. Пусть F – такая банахова решетка, что min(1, t) ∈ F , и
F = (ℓ1, ℓ2)K

F . Если X = (L∞, P (L∞))K
F , то нормы ∥

∑∞
n=1 anrn∥X и ∥(an)∥F

эквивалентны.

Следствие 6 позволяет по произвольному интерполяционному в паре (ℓ1, ℓ2)
пространству F найти пространство X, интерполяционное относительное пары
(L∞, P (L∞)), такое, что на Rad∩X норма X эквивалентна норме F . В частно-
сти, так как ℓp = (ℓ1, ℓ2)θ,p, где 1 < p < 2 и θ = 2(p−1)/p (см. [26; теорема 5.2.1]),
то для Xp = (L∞, P (L∞))θ,p мы имеем∥∥∥∥ ∞∑

n=1

anrn

∥∥∥∥
Xp

≍ ∥(an)∥ℓp
.

Близкое соотношение∥∥∥∥ ∞∑
n=1

anrn

∥∥∥∥
Λp

≍ ∥(an)∥ℓp , 1 < p < 2,
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для пространства Лоренца Λp с нормой

∥x∥Λp
=

(
(p− 1)

∫ 1

0

(x∗(t))p ln−p e

s

ds

s

)1/p

,

было впервые доказано Е. М. Никишиным в [27] (другие доказательства этого
результата см. в [24] или [4; пример 4.1]). В заключение заметим, что Λp =
(L∞, G)θ,p, где θ = 2(p− 1)/p.
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