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НЕРАВЕНСТВА ТИПА РОЗЕНТАЛЯ ДЛЯ МАРТИНГАЛОВ
В СИММЕТРИЧНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Аннотация. Для последовательностей мартингальных разностей в общих симметричных про-
странствах доказаны неравенства, аналогичные классическим неравенствам Розенталя. Цен-
тральную роль при этом играет предсказуемая квадратичная вариация мартингала.
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1. Введение

В 1970 году Х.Розенталь доказал замечательные неравенства [1], из которых следует, что
для произвольной последовательности независимых и в среднем равных нулю функций из
Lp[0, 1], p ≥ 2, отображение fk → fk, где fk(t) := fk(t−k+1)χ[k−1,k)(t) (t > 0), продолжается
до изоморфизма между замкнутыми линейными оболочками [fk]∞k=1 (в Lp[0, 1]) и [fk]∞k=1 (в
Lp[0,∞)∩L2[0,∞)). Позднее этот результат был обобщен В.Джонсоном и Г.Шехтманом [2]
на класс симметричных пространств (с. п.). Следуя ([3], с. 8) (см. также [4], 2.f), для каждого
с. п. X на [0, 1] определим с. п. Z2

X как множество всех функций f , измеримых на полуоси
[0,∞), таких, что ‖f‖Z2

X
:= ‖f∗χ[0,1]‖X + ‖f∗χ[1,∞)‖L2[1,∞) < ∞, где f∗ — невозрастающая

перестановка |f |. Согласно теореме 1 из [2] для любого с. п. X на [0, 1], содержащего Lp при
некотором p < ∞, существует такое C > 0, что для любой последовательности независимых

функций {fk}∞k=1 ⊂ X,
1∫
0

fk(s) ds = 0 (k = 1, 2, . . . ), имеет место неравенство

∥∥∥∥
∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

≤ C

∥∥∥∥
∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
Z2

X

(1)

(противоположное неравенство справедливо для каждого с. п. X).
Позднее в работах [5], [6] (см. также обзор [7]) результаты В.Джонсона и Г.Шехтмана

были распространены на с. п., имеющие так называемое свойство Круглова, введенное ранее
М.Браверманом ([8], с. 11) на основе некоторых вероятностных конструкций В.М.Круглова
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[9]. Отметим два важных обстоятельства. Во-первых, последнее свойство менее ограничи-
тельно по сравнению с условием X ⊃ Lp, где p < ∞. Например, его имеет экспоненциаль-
ное пространство Орлича Exp(Lq), если 0 < q ≤ 1 (см. [9] или [8], с. 42); в то же время
Exp(Lq) 	⊃ Lp, (0 < q, p < ∞). Во-вторых, верно и обратное: если для произвольной после-
довательности {fk}∞k=1 независимых и в среднем равных нулю функций выполнено (1), то
X имеет свойство Круглова ([7], теорема 22).
Цель этой работы — доказательство неравенств типа Розенталя для более общего класса

мартингальных разностей на основе применения техники оценок распределений, разрабо-
танной ранее при получении аналогичных мартингальных неравенств модулярного типа
[10]–[12] (см. также § 11 в [13]). Центральную роль при этом играет так называемая пред-
сказуемая квадратическая вариация (или характеристика) мартингала. Иной подход, ис-
пользующий, как и в случае независимых функций, дизъюнктную сумму, был продемон-
стрирован в недавно опубликованной работе [14], где получены мартингальные неравенства,
аналогичные (1). Там они применены для сравнения мартингальных разностей и неотрица-
тельных функций с их независимыми копиями.

2. Определения, обозначения и предварительные сведения

Пусть J = [0, 1] или (0,∞). Две измеримые на J функции x и y называются равноизме-
римыми, если λ{t ∈ J : |x(t)| > τ} = λ{t ∈ J : |y(t)| > τ} (τ > 0), где λ — мера Лебега.
В частности, |x| равноизмерим со своей невозрастающей непрерывной слева перестановкой
x∗(t) := inf{τ ≥ 0 : nx(τ) < t} (t ∈ J).
Банахово функциональное пространство X называется симметричным (с. п.), если
1) из того, что |y(t)| ≤ |x(t)| п. в. и x ∈ X, следует y ∈ X и ‖y‖X ≤ ‖x‖X ;
2) из того, что функции x(t) и y(t) равноизмеримы и x ∈ X, имеем y ∈ X и ‖y‖X = ‖x‖X .
Если X — с. п. на J , то двойственное пространство X ′ состоит из всех измеримых y, для

которых ‖y‖X′ := sup
{ ∫

J

x(t)y(t) dt : ‖x‖X ≤ 1
}

< ∞. Пространство X ′ также симметрично

и изометрически вложено в сопряженное X∗; при этом X ′ = X∗ тогда и только тогда,
когда X сепарабельно. Любое с. п. X непрерывно вложено в свое второе двойственное X ′′.
С. п. X называется максимальным, если из того, что xn∈X (n=1, 2, . . . ), sup

n=1,2,...
‖xn‖X < ∞

и xn → x п. в., следует x ∈ X и ‖x‖X ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖X . Это эквивалентно тому, что X ′′ = X.
Далее, следуя ([4], с. 118), будем считать, что все с. п. сепарабельны или максимальны.
Заметим, что все важные в приложениях с. п. являются таковыми, а также что каждое
такое пространство вложено в свое второе двойственное изометрически.
В каждом с. п.X на [0, 1] непрерывен оператор растяжения στx(t) := x(t/τ)×χ[0,min(1,τ)](t)

(τ > 0). Кроме того, ‖στ‖X→X ≤ max(1, τ) ([15], теорема 2.4.5). Так как функция ‖στ‖X→X

полумультипликативна, можно определить нижний и верхний индексы Бойда простран-
ства X:

αX = lim
τ→0+

ln ‖στ‖X→X

ln τ
и βX = lim

τ→+∞
ln ‖στ‖X→X

ln τ
.

Всегда 0 ≤ αX ≤ βX ≤ 1 ([15], § 2.1, с. 138).
Говорят, с. п. X p-выпукло (1 ≤ p < ∞), если существует такая константа CX > 0, что∥∥∥( n∑
k=1

|xk|p
)1/p∥∥∥

X
≤ CX

( n∑
k=1

‖xk‖p
X

)1/p
для произвольных x1, x2, . . . , xn из X.
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Нам понадобится также понятие с. п. случайных величин, определенных на вероятност-
ном пространстве (Ω,A, P). А именно, если X — с. п. на [0, 1], то соответствующее простран-
ство X(Ω) состоит из таких с. в. f : Ω → R, что f∗ ∈ X и ‖f‖X(Ω) := ‖f∗‖X . В этом случае
f∗(t) := inf{τ ≥ 0 : P{ω ∈ Ω : |f(ω)| > τ} < t} (0 < t ≤ 1). Подробнее о с. п. см. [15] и [4].
Всюду в дальнейшем {Ak}∞k=1 — поток σ-алгебр на вероятностном пространстве (Ω,A, P),

т. е. A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ · · · ⊂ A. Через E(f |B), как обычно, будет обозначаться условное
математическое ожидание A-измеримой с. в. f относительно σ-подалгебры B ⊂ A. Это
означает, что E(f |B) B-измерима и для каждого B ∈ B имеем

∫
B

E(f |B) dP =
∫
B

f dP.

Последовательность {fk}∞k=1 Ak-измеримых с. в. называется мартингалом, если
E(fk|Ak−1) = fk−1 п. в. для всех k = 2, 3, . . . . Тогда с. в. dk := fk − fk−1 (k = 1, 2, . . . ),
где f0 = 0, называются мартингальными разностями. Важный пример мартингальных
разностей — последовательность независимых с. в. {dk}∞k=1 ⊂ L1(Ω) таких, что

∫
Ω

dk dP = 0

(k = 1, 2, . . . ), относительно потока σ-алгебр Ak = σ({fi}k
i=1}), порожденных наборами

{di}k
i=1. Другой пример — последовательность функций Хаара {χk}∞k=1 (см., например, [16],

§ 3.1). Подробнее о свойствах условных математических ожиданий, мартингалов и мартин-
гальных разностей см. [17], [18] и [19].
Если {fk}∞k=1 — последовательность A-измеримых с. в., то M(f) := sup

k=1,2,...
|fk|, dk :=

fk−fk−1 (f0 = 0), S(f) :=
( ∞∑

k=1

d2
k

)1/2
и s(f) :=

( ∞∑
k=1

E(d2
k|Ak−1)

)1/2
. В случае, когда {fk}∞k=1

— мартингал, величины S(f)2 и s(f)2 называются соответственно его квадратической и
предсказуемой квадратической вариацией. И наконец, если f и g — две с. в., то f ∨ g :=
max(f, g).

3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть X — с. п. на вероятностном пространстве (Ω,A, P). Следующие усло-
вия эквивалентны:
(i) существует константа C > 0, зависящая только от пространства X, такая, что

для произвольного мартингала {fk}∞k=1 выполнено неравенство

‖M(f)‖X ≤ C(‖s(f)‖X + ‖M(d)‖X ); (2)

(ii) αX > 0.

Схема доказательства импликации (ii) ⇒ (i). Для произвольных β > 1 и 0 < δ < β − 1
справедлива оценка

P{M(f) > βx, s(f) ∨ M(d) ≤ δx} ≤ δ2

(β − δ − 1)2
P{M(f) > x} (x > 0). (3)

Другой компонент доказательства — следующее утверждение, с помощью которого можно
сравнивать с. в. в симметричных пространствах с положительным нижним индексом Бойда.

Предложение. Пусть X — с. п. на вероятностном пространстве (Ω,A, P), αX > 0. Пред-
положим, что с. в. g ≥ 0 и h ≥ 0 измеримы на Ω, h ∈ X, а числа β > 1, δ > 0, ε > 0 и
γ ∈ (0, αX ) таковы, что ‖σε‖X→X ≤ εγ , βεγ < 1 и

P{g > βτ, h ≤ δτ} ≤ εP{g > τ} (τ > 0).
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Тогда g ∈ X и

‖g‖X ≤ β

δ(1 − βεγ)
‖h‖X .

Комбинируя предложение, сформулированное выше, с оценкой (3), получаем (2). Дей-
ствительно, пусть β > 1 и γ ∈ (0, αX ) произвольны, а δ ∈ (0, β − 1) настолько мало, что
число ε := 2δ2/(β − δ − 1)2 удовлетворяет условиям ‖σε‖X→X ≤ εγ и βεγ < 1. Так как нера-
венство (3), в частности, справедливо для выбранных β и δ, то, применяя предложение,
получаем

‖M(f)‖X ≤ β

δ(1 − βεγ)
‖s(f) ∨ M(d)‖X ≤ β

δ(1 − βεγ)
(‖s(f)‖X + ‖M(d)‖X ). �

Непосредственное следствие теоремы 1 — неравенство Розенталя для последовательно-
стей независимых с. в., в среднем равных нулю, в случае, когда нижний индекс Бойда
с. п. X положителен и X ⊂ L2[0, 1] (см. (1)). Напомним, что для каждой последователь-
ности {dk}∞k=1 функций, заданных на [0, 1], полагаем dk(t) = dk(t − k + 1)χ[k−1,k)(t) (t > 0).

Кроме того, пусть d :=
∞∑

k=1

dk.

Следствие 1. Пусть X — такое с. п. на [0, 1], что X ⊂ L2[0, 1] и αX > 0. Тогда суще-
ствует такая константа A > 0, что для произвольной последовательности независимых с. в.
{dk}∞k=1, Edk = 0 (k = 1, 2, . . . ), выполнено∥∥∥∥

∞∑
k=1

dk

∥∥∥∥
X

≤ A‖d‖Z2
X

. (4)

В частности, получаем классическое неравенство Розенталя: для произвольного p ≥ 2 су-
ществует константа Ap > 0, для которой

E

∣∣∣∣
∞∑

k=1

dk

∣∣∣∣
p

≤ Ap

(( ∞∑
k=1

Ed2
k

)p/2

+
∞∑

k=1

E|dk|p
)

. (5)

Доказательство. С. в. fn :=
n∑

k=1

dk (n = 1, 2, . . . ) образуют мартингал относительно по-

следовательности {An}∞n=1, где An = σ({dk}n
k=1). Ввиду независимости d2

k относительно
σ-алгебры Ak−1 имеем E(d2

k|Ak−1) = Ed2
k. Следовательно, так как X ⊂ L2[0, 1], то

‖s(f)‖X =
( ∞∑

k=1

Ed2
k

)1/2

= ‖d‖L2(0,∞) ≤ ‖d∗χ[0,1]‖L2[0,1] + ‖d∗χ[1,∞]‖L2[1,∞) ≤ C‖d‖Z2
X

.

Кроме того (см. [20], предложение 1 или [2], лемма 3),
1
2
λ{d∗χ[0,1] > τ} ≤ λ{M(d) > τ} ≤ λ{d∗χ[0,1] > τ} (τ > 0), (6)

откуда
‖M(d)‖X ≤ ‖d∗χ[0,1]‖X ≤ ‖d‖Z2

X
.

Тем самым, применяя теорему 1 и учитывая, что X сепарабельно или максимально, полу-
чаем неравенство (4).
Для доказательства (5) заметим

‖M(d)‖Lp ≤
∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

|dk|p
)1/p∥∥∥∥

Lp

=
( ∞∑

k=1

E|dk|p
)1/p

,
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откуда ввиду (6) и ([15], следствие 2.4.2)

‖d‖Z2
Lp

≤ ‖d∗χ[0,1]‖Lp[0,1] + ‖d‖L2(0,∞) ≤ 2‖M(d)‖Lp [0,1] +
( ∞∑

k=1

Ed2
k

)1/2

≤

≤ 2
( ∞∑

k=1

E|dk|p
)1/p

+
( ∞∑

k=1

Ed2
k

)1/2

.

Поэтому неравенство (5) — непосредственное следствие (4). �

Для с. п., лежащих “по одну сторону” от L2 справедливо также неравенство, противопо-
ложное по отношению к (2).

Теорема 2. Пусть X — 2-выпуклое с. п. на вероятностном пространстве (Ω,A, P),
αX > 0. Тогда существует константа C > 0, зависящая только от пространства X,
такая, что для произвольного мартингала {fk}∞k=1 выполнено неравенство

‖s(f)‖X + ‖M(d)‖X ≤ C‖M(f)‖X . (7)

Замечание. Условие 2-выпуклости пространства в последней теореме существенно. При-
ведем пример, принадлежащий М.Кикучи, которому автор благодарен за любезное разре-
шение его опубликовать.
Предположим, что с. п. X 	⊂ L2. Пусть также x и y — две неотрицательные с. в. с одним и

тем же распределением и дизъюнктными носителями такие, что x, y ∈ X \L2. Для каждого
n ∈ N определим последовательность f (n) = {f (n)

k }∞k=0 следующим образом:

f
(n)
0 = 0 и f

(n)
k = (x ∧ n) − (y ∧ n), если k ≥ 1.

Тогда f (n) — мартингал относительно потока σ-алгебр {Ak}: A0 = {∅,Ω}, Ak = σ({x, y})
для k ≥ 1. Ясно, что

M(f (n)) = (x ∧ n) + (y ∧ n) и s(f (n)) = (E[(x ∧ n)2 + (y ∧ n)2])1/2.

Следовательно, с одной стороны, ‖M(f (n))‖X ≤ 2‖x‖X < ∞ (n ∈ N), а с другой, при n → ∞
получаем ‖s(f (n))‖X → ∞.

Тем не менее, для определенного класса мартингалов неравенство (7) оказывается верным
во всех с. п. с положительным нижним индексом Бойда.

Теорема 3. Пусть X — с. п. на вероятностном пространстве (Ω,A, P), αX > 0. Предпо-
ложим, что мартингал {fk}∞k=1 удовлетворяет условию: для некоторой Ak−1-измеримой
с. в. wk справедливо неравенство |dk| ≤ wk (k = 1, 2, . . . ), причем M(w) := sup

k=1,2,...
wk ∈ X.

Тогда существует константа C > 0, зависящая только от пространства X, такая, что

‖s(f)‖X ≤ C(‖M(f)‖X + ‖M(w)‖X ). (8)

Следствие 2. Пусть χk — функции Хаара, нормированные в L∞, ck ∈ R (k = 0, 1, . . . ),
а h = {hn}∞n=0 — мартингал относительно потока σ-алгебр An = σ(χ0, χ1, . . . , χn), образо-

ванный последовательностью сумм Хаара hn =
n∑

k=0

ckχk. Тогда для произвольного с. п. X

такого, что αX > 0, существует константа C > 0, зависящая только от X, для которой
‖s(h)‖X ≤ C‖M(h)‖X .
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Доказательство. Заметим, что соответствующие мартингальные разности dk := hk − hk−1

(h−1 = 0) удовлетворяют неравенствам |dk| = |ckχk| ≤ |ck|χ∆k
, где ∆k — двоичный интер-

вал, являющийся носителем функции Хаара χk (k = 0, 1, . . . ). Так как χ∆k
—

Ak−1-измеримая с. в. и sup
k=0,1,...

|ck|χ∆k
≤ 2M(h), то нужное нам неравенство является след-

ствием предыдущей теоремы. �
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Abstract. Inequalities similar to the classical Rosenthal inequalities are proved for sequences of
martingale differences in general symmetric spaces. A central role is played by the predictable
square variation of a martingale.

Keywords: martingale, martingale differences, Rosenthal inequality, symmetric space, Boyd in-
dices.

S.V.Astashkin
Professor, Head of the Chair of Functional Analysis and Function Theory,
Samara State University,
1 Akad. Pavlov str., Samara, 443011 Russia,

e-mail: astashkn@ssu.samara.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


