
Математические заметки �
Том 91 выпуск 5 май 2012

УДК 517.518.36+517.521.2

О некоторых свойствах хаоса Радемахера

С. В. Асташкин, Р. С. Суханов

Изучаются свойства хаоса Радемахера, связанные с его “лакунарностью”.
Доказано, что хаос Радемахера произвольного порядка 𝑑 является системой
2−𝑑-единственности, а также системой строгой сходимости в широком (но не
в узком) смысле.

Библиография: 14 названий.

1. Введение: постановка задачи и основные определения. Как обычно,
функции Радемахера определяются следующим образом: если 𝑡 ∈ R, то 𝑟0(𝑡) = 1
и 𝑟𝑛(𝑡) = sign(sin(2𝑛𝜋𝑡)), 𝑛 = 1, 2, . . . . Легко проверить, что для произвольных
𝑛, 𝑚 ∈ N и 𝑡 ∈ R справедливо равенство 𝑟𝑛(𝑡) = 𝑟𝑚(2𝑛−𝑚𝑡).

Определение 1. Хаосом Радемахера порядка 𝑑 ∈ N будем называть множество
всех функций вида 𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

(𝑡) := 𝑟𝑖1(𝑡) · · · 𝑟𝑖𝑑
(𝑡), где 1 6 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑑 < ∞.

В частности, система Радемахера {𝑟𝑛}∞𝑛=1 является хаосом 1-го порядка. Кро-
ме того, если к объединению хаосов Радемахера всех порядков добавить функ-
цию 𝑟0, то мы получим систему функций Уолша {𝑤𝑛}∞𝑛=0. Напомним ее определение:
𝑤0(𝑡) = 𝑟0(𝑡) = 1 и, если 𝑛 ∈ N представимо в виде 𝑛 =

∑︀𝑘
𝑖=0 𝜀𝑖2𝑖, где 𝜀𝑘 = 1 и 𝜀𝑖 = 0

или 1 при 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1, то, следуя нумерации Пэли, 𝑤𝑛(𝑡) =
∏︀𝑘

𝑖=0(𝑟𝑖+1(𝑡))𝜀𝑖 .
Хорошо известно (см, например, [1; утверждения 1.1.5 и 2.6.3]), что последователь-
ность {𝑤𝑛}∞𝑛=0 является полной ортонормированной системой на отрезке [0, 1].

В этой заметке мы покажем, что хаос Радемахера, не являясь лакунарной после-
довательностью функций Уолша в обычном понимании, если его порядок > 2, тем
не менее, обладает рядом свойств, сближающих его с такими последовательностями.
Речь при этом будет идти о свойствах, связанных со сходимостью п.в. рядов∑︁

16𝑖1<···<𝑖𝑑<∞

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

(𝑡), (1)

понимаемой как сходимость соответствующих прямоугольных сумм

𝑆𝑛(𝑡) :=
∑︁

16𝑖1<···<𝑖𝑑6𝑛

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

(𝑡).

О “лакунарных” свойствах хаоса Радемахера, относящихся к интегрируемости и
поведению в симметричных функциональных пространствах, см. работы [2], [3].
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Детальную информацию о хаосах, построенных по общим системам независимых
функций, можно найти, например, в монографии [4].

Бо́льшую часть определений и обозначений, используемых далее, мы заимству-
ем из обзорной статьи Гапошкина [5], посвященной изучению свойств лакунарных
систем функций.

(a). Системы 𝜀-единственности.

Определение 2. Пусть 𝜀 > 0. Будем говорить, что последовательность {𝑓𝑛}∞𝑛=1

функций, определенных на [0, 1], является системой 𝜀-единственности, если из
сходимости ряда

∑︀∞
𝑛=1 𝑐𝑛𝑓𝑛(𝑡) к нулю на произвольном множестве 𝐸 ⊂ [0, 1], мера

Лебега которого удовлетворяет условию 𝑚(𝐸) > 1− 𝜀, следует, что 𝑐𝑛 = 0 для всех
𝑛 = 1, 2, . . . .

В работе Стечкина и Ульянова [6] был получен следующий результат.

Teopeма A. Пусть 𝜙(𝑡) – произвольная конечная функция с периодом 1, удо-
влетворяющая условию:

𝜙

(︂
𝑡 +

1
2

)︂
− 𝜙(𝑡) ̸= 0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 1]. (2)

Тогда если ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝜙(2𝑛𝑡) сходится к постоянной 𝐶 на множестве 𝐸 ⊂ [0, 1],
𝑚(𝐸) > 1/2, то 𝐶 = 0 и 𝑎𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Полагая 𝜙(𝑡) = 𝑟1(𝑡), получаем отсюда, в частности, что последовательность
функций Радемахера {𝑟𝑛}∞𝑛=1 – система 1/2-единственности. Более того, триви-
альный пример: 𝑟1(𝑡)+ 𝑟2(𝑡) = 0, если 𝑡 ∈ [1/4, 3/4], показывает, что она не является
системой 𝜀-единственности для произвольного 𝜀 > 1/2. Аналогичные результаты
позднее были доказаны для общих лакунарных последовательностей функций Уол-
ша.

Напомним, что последовательность {𝑤𝑛𝑘
}∞𝑘=1 называется лакунарной (по Адама-

ру), если 𝑛𝑘+1/𝑛𝑘 > 𝑞 для некоторого 𝑞 > 1 и всех 𝑘 = 1, 2, . . . . При этом говорят, что
ее степень лакунарности не меньше 𝑞. Хорошо известно (см., например, [7; § 11.1,
с. 681]), что для любого данного 𝑞 > 1 произвольная лакунарная система {𝑤𝑛𝑘

}
может быть представлена в виде конечного объединения попарно дизъюнктных под-
систем, степень лакунарности каждой из которых не меньше 𝑞. Наименьшее число
таких подсистем, имеющих степень лакунарности не меньше 2, называют индексом
2-лакунарности последовательности {𝑤𝑛𝑘

}.
Следующая теорема была доказана в работе [8].

Teopeма B. Пусть {𝑤𝑛𝑘
} – лакунарная последовательность функций Уолша,

индекс 2-лакунарности которой равен 𝑀 . Тогда, если ряд
∑︀∞

𝑘=1 𝑎𝑘𝑤𝑛𝑘
(𝑡) сходится

к нулю (или константе) на множестве 𝐸 ⊂ [0, 1], 𝑚(𝐸) > 1− 2−𝑀 , то 𝑎𝑘 = 0 для
всех 𝑘 = 1, 2, . . . .

В частности, из теоремы B следует, что при выполнении ее условий последова-
тельность {𝑤𝑛𝑘

} является системой 2−𝑀 -единственности.
Нетрудно проверить, что хаос Радемахера порядка > 2 не представим в виде

конечного объединения попарно дизъюнктных подсистем, степень лакунарности
каждой из которых не меньше некоторого 𝑞 > 1. Покажем это, например, для
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хаоса 2-го порядка. Действительно, так как в нумерации Пэли 𝑤2𝑛+2𝑘 = 𝑟𝑛+1𝑟𝑘+1,
𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, то он содержит сколь-угодно длинные отрезки сосед-
них функций из системы Уолша и поэтому не может быть представлен указанным
образом. Тем не менее, как будет здесь доказано, для хаоса Радемахера справедлив
аналог теоремы B с заменой индекса 2-лакунарности на порядок хаоса, причем при-
веденные далее примеры показывают точность этого результата. На самом деле,
в этом направлении будет получено даже более общее утверждение, аналогичное
теореме A.

(b). Системы строгой сходимости. Начнем со следующих определений из [5; § 1.2].

Определение 3. Система функций {𝑓𝑘}∞𝑘=1, определенных на [0, 1], называется
системой сходимости, если всякий ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑓𝑘 (3)

сходится п.в. на [0, 1] при условии, что (𝑐𝑘) ∈ 𝑙2. Говорят, что система {𝑓𝑘}∞𝑘=1 –
система полустрогой сходимости в широком (узком) смысле, если сходимость ря-
да (3) п.в. на [0, 1] (соответственно на некотором множестве 𝐸 ⊂ [0, 1], 𝑚(𝐸) > 0)
влечет: (𝑐𝑘) ∈ 𝑙2. Если {𝑓𝑘}∞𝑘=1 является одновременно системой сходимости и систе-
мой полуcтрогой сходимости в широком (узком) смысле, то ее называют системой
строгой сходимости в широком (узком) смысле.

Ввиду классических теорем Х. Радемахера и А. Н. Колмогорова (см., напри-
мер, [9; § 4.5]) последовательность {𝑟𝑛}∞𝑛=1 является системой строгой сходимости
в узком смысле. Вопрос о том, какие лакунарные подсистемы Уолша являются
системами полустрогой сходимости в широком (узком) смысле, рассматривается
в § 2.2 обзорной статьи [5]. Для того, чтобы сформулировать утверждение, приведен-
ное там, определим некоторые классы лакунарных последовательностей натураль-
ных чисел, являющиеся естественным обобщением понятия лакунарности по Ада-
мару. Прежде всего, при изучении системы Уолша часто бывает полезна следующая
операция сложения в группе целых неотрицательных чисел: если 𝑛 =

∑︀𝑙1
𝑘=0 𝑎𝑘2𝑘,

𝑚 =
∑︀𝑙2

𝑘=0 𝑏𝑘2𝑘, где 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 равны 0 или 1 и 𝑎𝑙1 = 𝑏𝑙2 = 1, то

𝑛 ⊎𝑚 :=
max(𝑙1,𝑙2)∑︁

𝑘=0

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|2𝑘.

Обозначим через 𝐷⊎
2 класс всех таких подпоследовательностей {𝑛𝑗}∞𝑗=1 натураль-

ного ряда, что существуют целое 𝑠 > 1, 𝐴 > 0 и разбиение подпоследовательности
{𝑛𝑗}∞𝑗=1 на такие группы ∆𝑖, что

а) для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . ∆𝑖 содержит не более 𝑠 членов;
б) если 𝑛𝑘 ∈ ∆𝑖, 𝑛𝑗 ∈ ∆𝑙, 𝑖 < 𝑙, то 𝑛𝑘 < 𝑛𝑗 ;
в) для любого целого 𝜈 число решений уравнения

𝑛𝑘 ⊎ 𝑛𝑗 = 𝜈, 𝑛𝑘 ∈ ∆𝑖, 𝑛𝑗 ∈ ∆𝑙, 𝑖 ̸= 𝑙, 𝑖, 𝑙 = 1, 2, . . . ,

не превышает 𝐴.
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Определим также класс 𝐺⊎2 всех таких подпоследовательностей {𝑛𝑗}∞𝑗=1, что

lim
𝑘 ̸=𝑗,𝑘,𝑗→∞

𝑛𝑘 ⊎ 𝑛𝑗 = ∞.

Следующий результат сформулирован в [5] (см. теорему 2.2.2).

Teopeма C. Если {𝑛𝑗}∞𝑗=1 ∈ 𝐷⊎
2 , то подсистема Уолша {𝑤𝑛𝑖

}∞𝑖=1 является сис-
темой полустрогой сходимости в узком смысле тогда и только тогда, когда
{𝑛𝑗}∞𝑗=1 ∈ 𝐺⊎2 .

Покажем, что хаос Радемахера 2-го порядка не принадлежит классу 𝐷⊎
2 , и поэто-

му последняя теорема к нему не применима.
Так как опять 𝑤2𝑛+2𝑘 = 𝑟𝑛+1𝑟𝑘+1, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, то достаточ-

но проверить, что при произвольном выборе разбиения последовательности {2𝑛 +
2𝑘}𝑛=1,2,...; 𝑘=0,1,...,𝑛−1 (занумерованной по возрастанию) на группы ∆𝑖, удовлетво-
ряющего условиям а) и б), не будет выполнено условие в). Действительно, пусть
заданы целое 𝑠 > 1, 𝐴 > 0 и разбиение этой последовательности, удовлетворяющее
условиям а) и б). Пусть 𝜈 = 2𝑛 + 2𝑛+1, где 𝑛 > max(𝑠, 𝐴). Тогда числа 2𝑛 + 2𝑘,
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, и 2𝑛+1 + 2𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, очевидно, лежат в разных груп-
пах ∆𝑖, и, кроме того, для каждого 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1

(2𝑛 + 2𝑘) ⊎ (2𝑛+1 + 2𝑘) = 𝜈.

Следовательно, уравнение из условия в) имеет не менее 𝑛 > 𝐴 решений, и, значит,
это условие не выполнено. Нетрудно проверить также, что последовательность
{2𝑛 + 2𝑘}𝑛=1,2,...; 𝑘=0,1,...,𝑛−1 не принадлежит классу 𝐺⊎2 .

Тем не менее, далее будет показано, что хаос Радемахера произвольного порядка
является системой cтрогой сходимости в широком смысле. Одновременно, если его
порядок > 2, он не является системой cтрогой сходимости в узком смысле (в отличие
от последовательности Радемахера).

2. Хаос Радемахера как система 𝜀-единственности. Следующее утвержде-
ние обобщает теорему A, доказанную в работе [6].

Teopeма 1. Пусть 𝜙(𝑡) – произвольная конечная функция с периодом 1, удовле-
творяющая условию (2). Если ряд∑︁

06𝑖1<···<𝑖𝑑<∞

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝜙(2𝑖1𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑑𝑡) (4)

сходится к постоянной 𝐶 на множестве 𝐸 ⊂ [0, 1], 𝑚(𝐸) > 1 − 2−𝑑 , то 𝐶 = 0 и
𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑

= 0 для произвольных 0 6 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑑 .

Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по 𝑑. Если 𝑑 = 1,
то утверждение совпадает с теоремой A. Предположим, что теорема доказана для
хаосов, порядок которых меньше 𝑑, и докажем ее для хаоса порядка 𝑑.

Если предположить, что утверждение не верно, то найдется индекс 𝑖01, облада-
ющий следующим свойством: в соответствующей гиперстроке есть хотя бы один
ненулевой коэффициент, а во всех предыдущих гиперстроках все коэффициенты
равны 0. Иначе говоря, 𝑎𝑖01,𝑖2,...,𝑖𝑑

̸= 0 для некоторых 0 6 𝑖01 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑑 и
𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑

= 0 для всех 0 6 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑑, если 0 6 𝑖1 < 𝑖01.
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Определим операцию: 𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 (mod 1), 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]. Так как 𝜙 периодична,
то 𝜙(𝑡1 ⊕ 𝑡2) = 𝜙(𝑡1 + 𝑡2), 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1].

Рассмотрим множество ̃︀𝐸 всех точек 𝑡 ∈ 𝐸, для которых точка 𝑡 ⊕ 2−𝑖01−1 также
принадлежит множеству 𝐸. Из условия следует, что его мера

𝑚( ̃︀𝐸) = 𝑚(𝐸 ∩ (𝐸 ⊕ 2−𝑖01−1)) > 1− 2−𝑑+1.

Пусть точка 𝑡 ∈ ̃︀𝐸 произвольна. Тогда, если 𝑓(𝑡) – сумма ряда (4), то, с одной
стороны, по условию

𝑓(𝑡⊕ 2−𝑖01−1)− 𝑓(𝑡) = 𝐶 − 𝐶 = 0, (5)

а с другой,

𝑓(𝑡⊕ 2−𝑖01−1)− 𝑓(𝑡)

=
∑︁

𝑖016𝑖1<···<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝜙(2𝑖1(𝑡⊕ 2−𝑖01−1)) · · ·𝜙(2𝑖𝑑(𝑡⊕ 2−𝑖01−1))

−
∑︁

𝑖016𝑖1<···<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝜙(2𝑖1𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑑𝑡)

=
∑︁

𝑖016𝑖1<···<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
(𝜙(2𝑖1(𝑡⊕ 2−𝑖01−1)) · · ·𝜙(2𝑖𝑑(𝑡⊕ 2−𝑖01−1))− 𝜙(2𝑖1𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑑𝑡)).

(6)

При 𝑖 > 𝑖01 имеем

𝜙(2𝑖(𝑡⊕ 2−𝑖01−1)) = 𝜙(2𝑖𝑡⊕ 2𝑖−𝑖01−1) = 𝜙(2𝑖𝑡).

Поэтому в сумме из правой части (6) ненулевые слагаемые могут присутствовать
лишь в гиперстроке с индексом 𝑖01, и, значит, ввиду (5) и (6)∑︁

𝑖01<𝑖2<···<𝑖𝑑

𝑎𝑖01,𝑖2,...,𝑖𝑑
𝜙(2𝑖2𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑑𝑡) · (𝜙(2𝑖01𝑡 + 1/2)− 𝜙(2𝑖01𝑡)) = 0.

Отсюда и из (2) следует, что равенство∑︁
𝑖01<𝑖2<···<𝑖𝑑

𝑎𝑖01,𝑖2,...,𝑖𝑑
𝜙(2𝑖2𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑑𝑡) = 0

выполняется для п.в. 𝑡 ∈ ̃︀𝐸. Так как в левой части этого равенства находится ряд,
соответствующий хаосу порядка 𝑑 − 1, по предположению индукции все его коэф-
фициенты 𝑎𝑖01,𝑖2,...,𝑖𝑑

должны быть равны нулю. Последнее противоречит выбору
индекса 𝑖01, и, значит, теорема доказана.

Полагая 𝜙(𝑡) = 𝑟1(𝑡), получаем как частный случай следующий результат для
хаосов Радемахера.

Следствие 1. Если ряд (1) сходится к постоянной 𝐶 на множестве 𝐸 ⊂ [0, 1],
𝑚(𝐸) > 1−2−𝑑 , то 𝐶 = 0 и 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑

= 0 для всех 0 6 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑑 . В частности,
хаос Радемахера порядка 𝑑 является системой 2−𝑑-единственности.
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Возникает естественный вопрос: существует ли ряд по хаосу Радемахера поряд-
ка 𝑑, у которого не все коэффициенты равны нулю и который сходится к нулю на
множестве 𝐸 ⊂ [0, 1] с мерой 𝑚(𝐸) = 1−2−𝑑? Ответ положителен; приведем пример.

Пример 1. Для произвольного 𝑑 ∈ N рассмотрим произведение

𝑓𝑑(𝑡) =
𝑑∏︁

𝑖=1

(𝑟2𝑖−1(𝑡) + 𝑟2𝑖(𝑡)). (7)

Прежде всего, ясно, что после раскрытия скобок получается ряд по хаосу Радема-
хера порядка 𝑑. Далее, поскольку функции 𝑟𝑖(𝑡) независимы на [0, 1] относительно
меры Лебега и 𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑟2𝑖−1(𝑡) + 𝑟2𝑖(𝑡) ̸= 0} = 1/2, 𝑖 = 1, 2, . . . , то

𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑓𝑑(𝑡) ̸= 0} =
𝑑∏︁

𝑖=1

𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑟2𝑖−1(𝑡) + 𝑟2𝑖(𝑡) ̸= 0} = 2−𝑑,

откуда следует, что 𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑓𝑑(𝑡) = 0} = 1− 2−𝑑.

Теорема 1 и следствие 1 могут быть обобщены на случай системы, являющейся
объединением хаосов Радемахера всех порядков, не превышающих некоторого 𝑑 ∈ N.

Пусть функция 𝜙(𝑡) – такая же, как и в теореме 1. Будем рассматривать ряды
вида ∑︁

06𝑖1<···<𝑖𝑑<∞

(𝑎𝑖1𝜙(2𝑖1𝑡) + 𝑎𝑖1,𝑖2𝜙(2𝑖1𝑡)𝜙(2𝑖2𝑡) + · · ·+ 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝜙(2𝑖1𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑑𝑡)), (8)

сходимость которых понимается опять как сходимость соответствующих прямоу-
гольных сумм.

Доказательство следующей теоремы практически ничем не отличается от дока-
зательства теоремы 1, и поэтому мы его не приводим.

Teopeма 2. Если ряд (8) сходится к постоянной 𝐶 на множестве 𝐸 ⊂ [0, 1]
с мерой 𝑚(𝐸) > 1 − 2−𝑑 , то 𝐶 = 0 и 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑘

= 0 для всех 0 6 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑘 ,
1 6 𝑘 6 𝑑.

Следствие 2. Если ряд∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑<∞

(𝑎𝑖1𝑟𝑖1(𝑡) + 𝑎𝑖1,𝑖2𝑟𝑖1,𝑖2(𝑡) + · · ·+ 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

(𝑡)) (9)

сходится к постоянной 𝐶 на множестве 𝐸 ⊂ [0, 1] с мерой 𝑚(𝐸) > 1 − 2−𝑑 , то
𝐶 = 0 и 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑘

= 0 для всех 0 6 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑘 , 1 6 𝑘 6 𝑑. В частности,
объединение хаосов Радемахера всех порядков, не превосходящих некоторого 𝑑 ∈ N,
является системой 2−𝑑-единственности.

Разумеется, уже пример 1 показывает точность утверждения следствия 2. Приве-
дем еще один пример, в котором участвуют функции всех хаосов, порядок которых
не превышает фиксированного 𝑑 ∈ N.

Пример 2. Для произвольного 𝑑 ∈ N рассмотрим функцию

𝑔𝑑(𝑡) =
𝑑∏︁

𝑖=1

(1 + 𝑟𝑖(𝑡))− 1.
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Легко видеть, что после раскрытия скобок получается линейная комбинация функ-
ций из хаосов Радемахера порядков 6 𝑑. Кроме того, ввиду независимости функций
Радемахера

𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑔𝑑(𝑡) ̸= −1} =
𝑑∏︁

𝑖=1

𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 1 + 𝑟𝑖(𝑡) ̸= 0} = 2−𝑑,

откуда следует, что 𝑚{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑔𝑑(𝑡) = −1} = 1− 2−𝑑.

Замечание 1. Аналогичные результаты справедливы и для рядов вида

𝑑∑︁
𝑘=1

∑︁
06𝑖1<···<𝑖𝑘<∞

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑘
𝜙(2𝑖1𝑡) · · ·𝜙(2𝑖𝑘𝑡),

𝑑∑︁
𝑘=1

∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑘<∞

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑘
𝑟𝑖1,...,𝑖𝑘

(𝑡)

соответственно. Их отличие от рядов (8) и (9) состоит в предположении о сходимо-
сти не только всей суммы, но также и сумм, соответствующих хаосам всех порядков.

Замечание 2. Как уже отмечалось во введении, следствия 1 и 2 не вытекают из
теоремы B, доказанной в [8], так как хаос Радемахера порядка > 2 не является лаку-
нарной (по Адамару) последовательностью функций Уолша (и даже не представим
в виде конечного объединения таких последовательностей).

3. Хаос Радемахера как система строгой сходимости. Покажем, что хаос
Радемахера является системой строгой сходимости в широком смысле и не явля-
ется системой строгой сходимости в узком смысле. Первое из этих утверждений –
непосредственное следствие следующей теоремы.

Teopeма 3. Если ряд (1) сходится по мере на [0, 1], то∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑<∞

𝑎2
𝑖1,...,𝑖𝑑

< ∞. (10)

Доказательство. Прежде всего, мы применим идею декаплинга, перейдя к так
называемому “разделенному” хаосу. А именно, ввиду [4; теоремы 6.9.2 и 6.3.1] суще-
ствуют положительные константы 𝑘1, 𝑘2, 𝐾1 и 𝐾2, зависящие лишь от размерности
хаоса 𝑑, такие, что для любого 𝑧 > 0 и произвольных натуральных 𝑛 < 𝑚 выполнено

𝐾1𝑚

{︂
𝑡 ∈ [0, 1] :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖𝑑=𝑛

∑︁
16𝑖1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

(𝑡)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑘1𝑧

}︂

6 𝑚𝑑

{︂
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑 :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖𝑑=𝑛

∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑧

}︂

6 𝐾2𝑚

{︂
𝑡 ∈ [0, 1] :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖𝑑=𝑛

∑︁
16𝑖1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

(𝑡)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑘2𝑧

}︂
,
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где 𝑚𝑑 – 𝑑-мерная мера Лебега. Так как по условию ряд (1) сходится по мере на
[0, 1], отсюда следует, что ряд∑︁

16𝑖1<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑<∞

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑) (11)

сходится по мере на кубе [0, 1]𝑑. Покажем, что тогда выполнено (10). Для этого
опять применим индукцию по размерности хаоса 𝑑. Если 𝑑 = 1, то ввиду незави-
симости функций Радемахера соответствующий ряд сходится п.в. на [0, 1] [10; § 4.2],
и поэтому нужный результат сразу следует из известной теоремы Колмогорова [9;
теорема 4.5.3]. Предположим, что из сходимости по мере на кубе [0, 1]𝑑−1 каждого
ряда вида (11) (с заменой 𝑑 на 𝑑 − 1) следует квадратичная суммируемость после-
довательности его коэффициентов. Докажем аналогичное утверждение для хаоса
порядка 𝑑.

Прежде всего, заметим, что согласно теореме Фубини сходимость ряда (11) по
мере на кубе [0, 1]𝑑 эквивалентна тому, что для любого 𝛼 > 0

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑚>𝑛

∫︁ 1

0

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁

𝑖𝑑=𝑛

∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝛼

}︂
𝑑𝑡1 = 0. (12)

Докажем, что тогда для п.в. 𝑡1 ∈ [0, 1] ряд (11) сходится по мере на [0, 1]𝑑−1.
Предположим, что это не так. Тогда, обозначив 𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑

(𝑡1) :=
∑︀𝑖2−1

𝑖1=1 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1),

1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑑, найдем множество 𝐸 ⊂ [0, 1], 𝑚(𝐸) > 0, такое, что для каждого
𝑡1 ∈ 𝐸 и некоторых 𝑝 = 𝑝(𝑡1) ∈ N и 𝑞 = 𝑞(𝑡1) ∈ N выполнено

lim sup
𝑛,𝑚→∞

𝑚>𝑛

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖𝑑=𝑛

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

1
𝑝

}︂
>

1
𝑞

.

Стандартные рассуждения показывают, что в этом случае существуют множество
𝐹 ⊂ [0, 1], 𝑚(𝐹 ) > 0, а также такие константы 𝛽 > 0 и 𝜀 > 0, что для всех 𝑡1 ∈ 𝐹

lim sup
𝑛,𝑚→∞

𝑚>𝑛

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖𝑑=𝑛

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝛽

}︂
> 𝜀. (13)

Тогда для любого 𝑡1 ∈ 𝐹 найдется 𝑁1(𝑡1) ∈ N, при котором

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒𝑁1(𝑡1)∑︁

𝑖𝑑=1

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
>

𝜀

2
. (14)
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Действительно, ввиду (13) найдутся такие 𝑛1 < 𝑚1, что

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑚1∑︁

𝑖𝑑=𝑛1

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝛽

}︂
> 𝜀.

Так как

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚1∑︁
𝑖𝑑=𝑛1

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝛽

}︂

6 𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑚1∑︁

𝑖𝑑=1

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂

+ 𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑛1∑︁

𝑖𝑑=1

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
,

то хотя бы одно из слагаемых справа больше, чем 𝜀/2. Выбирая 𝑁1(𝑡1) соответству-
ющим образом, получаем (14).

Пусть далее 𝑁1 ∈ N такое, что 𝑚{𝑡1 ∈ 𝐹 : 𝑁1(𝑡1) > 𝑁1} 6 𝑚(𝐹 )2−2. Тогда, если
𝐹1 := {𝑡1 ∈ 𝐹 : 𝑁1(𝑡1) 6 𝑁1}, то 𝑚(𝐹1) > (3/22)𝑚(𝐹 ) и для каждого 𝑡1 ∈ 𝐹1 и
некоторого 𝑁1(𝑡1) 6 𝑁1 выполнено неравенство (14). Аналогичным образом, опять
используя (13), можно показать, что для любого 𝑡1 ∈ 𝐹1 и некоторого 𝑁2(𝑡1) > 𝑁1

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒𝑁2(𝑡1)∑︁

𝑖𝑑=𝑁1

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
>

𝜀

2
. (15)

Выберем 𝑁2 > 𝑁1 так, чтобы 𝑚{𝑡1 ∈ 𝐹1 : 𝑁2(𝑡1) > 𝑁2} 6 𝑚(𝐹 )2−3. Если теперь
𝐹2 := {𝑡1 ∈ 𝐹1 : 𝑁2(𝑡1) 6 𝑁2}, то 𝑚(𝐹2) > (5/23)𝑚(𝐹 ) и для каждого 𝑡1 ∈ 𝐹2 и
некоторых 1 6 𝑁1(𝑡1) 6 𝑁1 6 𝑁2(𝑡1) 6 𝑁2 имеют место соотношения (14) и (15).
Продолжая аналогичные рассуждения, найдем множество 𝐹∞ :=

⋂︀∞
𝑖=1 𝐹𝑖, для кото-

рого 𝑚(𝐹∞) > 𝑚(𝐹 )/2 > 0, и номера 𝑁0 := 1 < 𝑁1 < 𝑁2 < 𝑁3 < · · · , такие, что
для любого 𝑡1 ∈ 𝐹∞ существует последовательность {𝑁𝑖(𝑡1)}∞𝑖=1, удовлетворяющая
условиям: 𝑁𝑖−1 6 𝑁𝑖(𝑡1) 6 𝑁𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , и

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :

⃒⃒⃒⃒𝑁𝑖+1(𝑡1)∑︁
𝑖𝑑=𝑁𝑖

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
>

𝜀

2
(16)

для 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .
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Далее, по теореме Фубини, а также ввиду известного неравенства Квапеня–Рых-
лика [11; теорема 5.4.4] для произвольных 𝑏𝑖2,...,𝑖𝑑

∈ R, 𝑧 > 0 и натуральных 𝑛 <
𝑚 < 𝑝 имеем

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖𝑑=𝑛

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑏𝑖2,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑧

}︂

=
∫︁ 1

0

. . .

∫︁ 1

0

𝑚

{︂
𝑡𝑑 ∈ [0, 1] :⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁

𝑖𝑑=𝑛

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑏𝑖2,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑧

}︂
𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑑−1

6 2
∫︁ 1

0

. . .

∫︁ 1

0

𝑚

{︂
𝑡𝑑 ∈ [0, 1] :⃒⃒⃒⃒ 𝑝∑︁

𝑖𝑑=𝑛

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑏𝑖2,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑧

}︂
𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑑−1

= 2𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑝∑︁

𝑖𝑑=𝑛

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑏𝑖2,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
> 𝑧

}︂
.

Следовательно, так как 𝑁𝑖(𝑡1) 6 𝑁𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , то ввиду (16) для каждого
𝑡1 ∈ 𝐹∞

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑁𝑖+1∑︁

𝑖𝑑=𝑁𝑖

∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑣𝑖2,...,𝑖𝑑
(𝑡1)𝑟𝑖2(𝑡2) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
>

𝜀

4
,

где 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , откуда∫︁ 1

0

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :⃒⃒⃒⃒ 𝑁𝑖+1∑︁

𝑖𝑑=𝑁𝑖

∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
𝑑𝑡1

>
∫︁

𝐹∞

𝑚𝑑−1

{︂
(𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) ∈ [0, 1]𝑑−1 :

⃒⃒⃒⃒ 𝑁𝑖+1∑︁
𝑖𝑑=𝑁𝑖

∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1) . . . 𝑟𝑖𝑑

(𝑡𝑑)
⃒⃒⃒⃒
>

𝛽

2

}︂
𝑑𝑡1

>
𝜀

4
𝑚(𝐹∞) >

𝜀

8
𝑚(𝐹 ) > 0, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

Так как последнее противоречит (12), наше исходное предположение неверно, и,
значит, для п.в. 𝑡1 ∈ [0, 1] ряд (11) сходится по мере на [0, 1]𝑑−1.
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Заметим, что при каждом фиксированном 𝑡1 ∈ [0, 1] ряд (11) построен по хаосу
Радемахера порядка 𝑑− 1. Поэтому по предположению индукции для п.в. 𝑡1 ∈ [0, 1]∑︁

1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑<∞

(︂ 𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1)

)︂2

< ∞.

Тем самым для произвольно малого 𝛿 > 0 найдется такое множество 𝐺 ⊂ [0, 1],
𝑚(𝐺) > 1− 𝛿, что для всех 𝑡1 ∈ 𝐺 и некоторого 𝐾 > 0∑︁

1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑<∞

(︂ 𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1)

)︂2

6 𝐾,

откуда после интегрирования по 𝐺 получаем∑︁
1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑<∞

∫︁
𝐺

(︂ 𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑
𝑟𝑖1(𝑡1)

)︂2

𝑑𝑡1 6 𝐾𝑚(𝐺).

В то же время, как известно (см, например, [12; лемма 2.3.1]), число 𝛿 > 0 может
быть выбрано настолько малым, что для некоторой абсолютной константы 𝑐0 > 0 и
всех (𝑏𝑖)∞𝑖=1 ∈ 𝑙2 будет выполнено∫︁

𝐺

(︂ ∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑟𝑖(𝑠)
)︂2

𝑑𝑠 > 𝑐0‖(𝑏𝑖)‖2𝑙2 .

В итоге из двух последних соотношений следует, что∑︁
16𝑖1<···<𝑖𝑑<∞

𝑎2
𝑖1,...,𝑖𝑑

=
∑︁

16𝑖1<𝑖2<···<𝑖𝑑−1<𝑖𝑑

𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑎2
𝑖1,...,𝑖𝑑

6 𝐾𝑐−1
0 𝑚(𝐺) < ∞,

и теорема доказана.

Следствие 3. Хаос Радемахера {𝑟𝑖1,𝑖2,...𝑖𝑑
}16𝑖1<𝑖2<···<𝑖𝑑<∞ является системой

cтрогой сходимости в широком смысле и не является таковой в узком смысле.

Доказательство. Прежде всего, ввиду аналога теоремы Карлесона для систе-
мы Уолша (см., например, [1; теорема 9.2.1]) хаос Радемахера любого порядка –
система сходимости. Применяя теорему 3, получаем, что он является, более того,
системой cтрогой сходимости в широком смысле. В то же время, рассмотрим сле-
дующий ряд, построенный по хаосу Радемахера порядка 𝑑:

∞∑︁
𝑘=2𝑑

𝑐𝑘𝑓𝑑−1(𝑡)𝑟𝑘(𝑡), где 𝑓𝑑−1(𝑡) :=
𝑑−1∏︁
𝑖=1

(𝑟2𝑖−1(𝑡) + 𝑟2𝑖(𝑡)).

Здесь {𝑐𝑘}∞𝑘=1 – произвольная последовательность такая, что имеем lim𝑘→∞ 𝑐𝑘 = 0 и∑︀∞
𝑘=1 𝑐2

𝑘 = ∞. Так как функции Радемахера независимы, то 𝑓𝑑−1(𝑡) = 0 для всех 𝑡 из
некоторого множества 𝐸 меры 1−2−𝑑+1. Тем самым этот ряд сходится на 𝐸 к нулю
как ряд по подсистеме Уолша (и тем более, в смысле сходимости прямоугольных
сумм). Таким образом, хаос Радемахера не является системой cтрогой сходимости
в узком смысле.

Замечание 3. В случае 𝑑 = 2 первое из утверждений следствия 3 вытекает так-
же из [4; следствие 6.7.2].
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4. Дополнительные замечания. Полученные здесь результаты свидетельст-
вуют о том, что хаос Радемахера имеет несомненные “лакунарные” свойства. В то же
время, его “лакунарность” не охватывается классическими определениями: как уже
говорилось (см. введение), хаос Радемахера порядка > 2 не принадлежат к классу
лакунарных последовательностей функций Уолша даже в том случае, когда послед-
ние трактуются достаточно широко. В связи с этим может представлять интерес
подход к лакунарности, основанный на понятии комбинаторной размерности, кото-
рое было введено и изучено в монографии [13]. Приведем некоторые содержащиеся
в ней, а также в работе [14] определения и обозначения.

Для произвольных 𝑑 ∈ N и 𝑁 ∈ N обозначим:

N𝑑 := N× · · · × N⏟  ⏞  
𝑑

, [𝑁 ] := {1, 2, . . . , 𝑁}.

Определение 4. Пусть 𝐹 ∈ N𝑑 и 𝐹𝑁 := 𝐹 ∩ [𝑁 ]𝑑 (𝑁 ∈ N). Говорят, что множе-
ство 𝐹 имеет комбинаторную размерность 𝛼 (пишем: dim 𝐹 = 𝛼), если существуют
такие 𝑁0 ∈ N и положительные константы 𝐶1 и 𝐶2, что для всех 𝑁 > 𝑁0 выполнено:

card(𝐹𝑁 ∩ (𝐴1 × · · · ×𝐴𝑑)) 6 𝐶1

(︁
max

16𝑗6𝑑
card 𝐴𝑗

)︁𝛼

,

где множества 𝐴𝑗 ⊂ [𝑁 ] (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑑) произвольны, и

card 𝐹𝑁 > 𝐶2𝑁
𝛼.

Далее мы ограничимся рассмотрением множеств

∆𝑑 = {(𝑖1, . . . , 𝑖𝑑) : 1 6 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑑 < ∞}, 𝑑 ∈ N,

являющихся множествами индексов для хаосов. Как доказано в [13; Chapter XIII],
для произвольных 𝑑 ∈ N и 𝛼 ∈ [1, 𝑑] существует множество 𝐹 ⊂ ∆𝑑, комбинаторная
размерность которого равна 𝛼.

Определим также множество ∆∞ ⊂ N∞, состоящее из всех последовательностей
(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, . . . ) таких, что для некоторого 𝑑 ∈ N (𝑑 зависит от последовательно-
сти) выполнено: 1 6 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑑 и 𝑖𝑘 = 0, если 𝑘 > 𝑑. Тогда произвольное
множество вида 𝐸 =

⋃︀𝑚
𝑗=1 ∆𝑑𝑗 , можно естественным образом рассматривать как

некоторое подмножество ∆∞. Кроме того, нетрудно проверить, что dim{
⋃︀𝑑

𝑘=1 ∆𝑑} =
dim ∆𝑑 = 𝑑. Тем самым возникает следующая, казалось бы, естественная гипотеза:
если комбинаторная размерность множества 𝐹 ⊂ ∆𝑑 равна 𝛼, то соответствую-
щая подпоследовательность функций Уолша {𝑟𝑖1,...,𝑖𝑑

}(𝑖1,...,𝑖𝑑)∈𝐹 является системой
2−𝛼-единственности. Тем не менее, следующий простой пример показывает, что, по
крайней мере, в такой сильной форме это утверждение не верно.

Пример 3. Пусть 𝐹 = N ∪ {(𝑛, 𝑛 + 1) : 𝑛 ∈ N}. Легко проверить, что dim 𝐹 = 1.
В то же время, произведение 𝑓(𝑡) := (1 − 𝑟2(𝑡))(𝑟1(𝑡) + 𝑟3(𝑡)), с одной стороны,
является линейной комбинацией функций Уолша, соответствующих множеству 𝐹 ,
а с другой, 𝑓(𝑡) = 0 для всех 𝑡 ∈ 𝐸 с мерой 𝑚(𝐸) = 3/4.
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