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О сравнении функций распределения
случайных величин

С. В. Асташкин

Доказан достаточно общий принцип сравнения функций распределения слу-
чайных величин. Как следствие получен критерий эквивалентности по рас-
пределению в векторном смысле произвольной последовательности случайных
величин системе Радемахера, рассмотрены его применения в некоторых кон-
кретных ситуациях.

Библиография: 12 названий.

1. Введение. Если f – случайная величина (СВ), определенная на вероятност-
ном пространстве (Ω, Σ, P), то, как обычно,

∥f∥p :=
(∫

Ω

|f(ω)|p dP

)1/p

, 1 6 p < ∞, Ef :=
∫

Ω

f(ω) dP.

Всюду далее считаем, что все рассматриваемые СВ принадлежат пространству Lp =
Lp(Ω, Σ, P) для всех 1 6 p < ∞.

В работе [1] (см. также [2]) был доказан следующий принцип сравнения функций
распределения СВ.

Teopeма 1. Пусть f > 0 и g > 0 – две СВ, определенные на, вообще говоря,
разных вероятностных пространствах, {fi}∞i=1 , {gi}∞i=1 – независимые “копии” f и
g соответственно. Предположим, что∥∥∥ max

i=1,...,n
fi

∥∥∥
2

6 C1

∥∥∥ max
i=1,...,n

fi

∥∥∥
1
, (1)∥∥∥ max

i=1,...,n
gi

∥∥∥
1

6 C2

∥∥∥ max
i=1,...,n

fi

∥∥∥
1
, (2)

где C1 > 0 и C2 > 0 не зависят от n ∈ N.
Тогда найдется C > 0, зависящее только от C1 и C2 , такое, что при всех z > 0

P{g > z} 6 CP

{
f >

z

C

}
.
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В этой заметке будет получен принцип сравнения функций распределения СВ,
условия которого выражены в терминах моментов самих этих величин, без привле-
чения каких-либо дополнительных конструкций. При этом мы покажем, что эти
условия слабее условий (1) и (2) теоремы 1. Доказанный принцип, а также главный
результат работы [3] o распределении векторно-значных рядов Радемахера, позволят
нам доказать критерий эквивалентности по распределению произвольной последо-
вательности СВ системе Радемахера. В заключительной части работы будут проде-
монстрированы некоторые применения полученных результатов. Мы покажем, что
всякая система Сидона характеров, определенных на компактной абелевой группе,
а также любая последовательность вида {eiλkt}∞k=1, где (λk)∞k=1 ⊂ R – топологиче-
ское множество Сидона, эквивалентна по распределению в векторном смысле систе-
ме Радемахера. В обоих случаях мы используем ранее доказанные утверждения об
зквивалентности соответствующих моментов (см. [4] и [5] соответственно).

Всюду в дальнейшем µ – мера Лебега на прямой, а запись F ≍ G, t ∈ T , означает,
что для некоторой константы C > 0 и всех t ∈ T выполнено C−1F (t) 6 G(t) 6 CF (t).

2. Принцип сравнения функций распределения СВ. Для произвольной
СВ f > 0, определенной на вероятностном пространстве (Ω, P), величина (Efp)1/p

непрерывна и монотонно возрастает при p ∈ [1,∞). Поэтому

αf := Ef 6 (Efp)1/p 6 βf := lim
p→∞

(Efp)1/p, 1 6 p < ∞.

Следующий главный результат заметки показывает, что при определенных усло-
виях из неравенств для моментов СВ вытекает неравенство для их распределений.

Teopeма 2. Пусть f > 0 и g > 0 – две СВ, определенные на возможно различ-
ных вероятностных пространствах. Предположим, что существуют константы
A > 0 и B > 0 такие, что для всех p > 1

(Ef2p)1/(2p) 6 A(Efp)1/p, (3)

(Egp)1/p 6 B(Efp)1/p. (4)

Тогда для некоторой константы C > 0, зависящей только от A и B , и всех z > 0

P′{g > z} 6 CP

{
f >

z

C

}
. (5)

Доказательство. Прежде всего, для любого p > 1 ввиду неравенства Пэли–
Зигмунда [6; § 1.6] и условия (3)

P

{
f >

1
3
(Efp)1/p

}
> P

{
f >

1
2
(Efp)1/p

}
= P{fp > 2−pEfp}

> (1− 2−p)2
(Efp)2

Ef2p
> (1− 2−p)2A−2p > (2A)−2p, (6)

где последнее неравенство следует из того, что (1 − 2−p)2 > 2−2p, если p > 1. Тем
самым, в силу определения αf

P{f > z} > (2A)−2, если 0 < z 6
αf

3
. (7)
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С другой стороны, в силу неравенства Чебышева и неравенства (4) получаем

P′{g > λ(Efp)1/p} 6 λ−p Egp

Efp
6

(
B

λ

)p

для произвольных p > 1 и λ > 0. В частности, если λ = Be, то

P′{g > Be(Efp)1/p} 6 e−p, p > 1. (8)

Кроме того, из последнего соотношения и определения βf следует, что

P′{g > z} = 0, если z > Beβf . (9)

Определим два функционала

E(s) := sup{p > 1 : (Efp)1/p 6 s}, G(s) := inf{p > 1 : (Efp)1/p > s}, s > 0

(считаем, что sup ∅ = inf ∅ = 1). Легко видеть, что эти функционалы возрастают и
G(s) 6 E(s), s > 0.

Если 0 < z < βf/3, то по определению βf множество

U := {p > 1 : Efp > (3z)p} ≠ ∅

и в силу (6) для каждого p ∈ U

P{f > z} > P

{
f >

1
3
(Efp)1/p

}
> (2A)−2p,

откуда по определению G

P{f > z} > (2A)−2G(3z).

Тем самым,

P{f > z} > e−C1G(3z), если 0 < z <
βf

3
, (10)

где C1 := 2 ln(2A) > 1.
Покажем, что

C1G(3z) 6 E(3A[C1]+1z), z > 0,

где [C1] – целая часть числа C1. Действительно, так как M := 2[C1]+1 > C1, в си-
лу (3) и опять определения G

(EfC1G(3z))1/(C1G(3z)) 6 (EfMG(3z))1/(MG(3z)) 6 A[C1]+1(EfG(3z))1/G(3z) = 3zA[C1]+1,

и нужное нам неравенство следует из определения функционала E. Таким образом,
(10) можно переписать в виде

P{f > z} > e−E(C2z), если 0 < z <
βf

3
, (11)

где C2 := 3A[C1]+1.
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Далее, если z > Beαf , то по определению αf множество

V :=
{

p > 1 : (Efp)1/p 6
z

Be

}
̸= ∅

и в силу (8) для каждого p ∈ V

P′{g > z} 6 P′{g > Be(Efp)1/p} 6 e−p.

Тем самым, по определению E получаем

P′{g > z} 6 e−E(B−1e−1z), если z > Beαf . (12)

Покажем, что неравенство (5) выполняется с константой C := max(BeC2, (2A)2).
Пусть сначала 0 < z 6 Beαf . Так как A > 1, то C2 > 3 и C > 3Be. Поэтому в этом
случае z/C 6 αf/3 и, значит, из (7) и выбора C следует, что

P′{g > z} 6 1 6 (2A)2P
{

f >
z

C

}
6 CP

{
f >

z

C

}
.

Если Beαf < z < Beβf , то z/C < βf/3, и поэтому ввиду (11), (12) и неравенства
Be 6 C/C2

P′{g > z} 6 e−E(B−1e−1z) 6 e−E(C2z/C) 6 P

{
f >

z

C

}
.

И наконец, если z > Beβf , то из (9) следует P′{g > z} = 0, и, тем самым, неравен-
ство (5) опять выполнено.

Замечание 1. Теорема 2 сильнее теоремы 1, так как ее условия (3) и (4) явля-
ются следствиями соответствующих условий теоремы 1, неравенств (1) и (2). Дей-
ствительно, прежде всего, нетрудно показать [7; предложение 2], что с константой,
не зависящей от СВ f и n ∈ N,

∥∥∥ max
i=1,...,n

fi

∥∥∥
p
≍ n

(∫ n−p

0

(f∗(t))p dt

)1/p

,

где f∗(t) – невозрастающая перестановка |f | относительно P, т.е.

f∗(t) = inf
{
τ > 0 : P{ω ∈ Ω : |f(ω)| > τ} < t

}
, 0 < t 6 1.

Поэтому условия (1) и (2) эквивалентны соотношениям(∫ 1/n2

0

(f∗(t))2 dt

)1/2

6 C1

∫ 1/n

0

f∗(t) dt,

∫ 1/n

0

g∗(t) dt 6 C2

∫ 1/n

0

f∗(t) dt

соответственно, где константы C1 и C2 не зависят от n ∈ N. В свою очередь, ис-
пользуя известные выражения для K -функционалов пар Lp-пространств [8; теоре-
ма 5.2.1], последние неравенства можно переписать следующим образом:

K (t, f∗; L2, L∞) 6 2C1K (t, f∗; L1, L∞), 0 6 t 6 1, (13)
K (t, g∗; L1, L∞) 6 2C2K (t, f∗; L1, L∞), 0 6 t 6 1, (14)
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соответственно. Так как с константами, не зависящими от p ∈ [1,∞), (L1, L∞)1/p′,p =
Lp и (L2, L∞)1/p′,p = L2p, где p′ = p/(p − 1), а ( · , · )θ,p – функтор вещественного
K -метода [8; теорема 5.2.1], отсюда мы сразу получаем соотношения (3) и (4). B то
же время, можно показать, что неравенство (13) для K -функционалов, эквивалент-
ное условию (1) теоремы 1, вообще говоря, не является следствием неравенств (3)
и (4) (cp. [9; предложение 2]).

Применим доказанную теорему к вопросу сравнения систем СВ с “модельной”
системой Радемахера {rn}∞n=1, где, как обычно, rn(t) = sign sin 2nπt, 0 6 t 6 1.

Cледствие 1. Пусть {gn}∞n=1 – последовательность СВ, определенных на ве-
роятностном пространстве (Ω, Σ, P), такая, что∥∥∥∥∥

∥∥∥∥ m∑
n=1

xngn

∥∥∥∥
F

∥∥∥∥∥
p

6 B

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ m∑

n=1

xnrn

∥∥∥∥
F

∥∥∥∥∥
p

,

где константа B не зависит от банахова пространства F , m ∈ N, (xn)m
n=1 ⊂ F

и p ∈ [1,∞). Тогда существует такое C > 0, что для произвольного банахова
пространства F и всех m ∈ N, (xn)m

n=1 ⊂ F и z > 0 выполнено

P

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xngn(ω)
∥∥∥∥

F

> z

}
6 Cµ

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn(t)
∥∥∥∥

F

>
z

C

}
.

Доказательство. Хорошо известно, что для случайной величины

f(t) =
∥∥∥∥ m∑

k=1

xkrk(t)
∥∥∥∥

F

, 0 6 t 6 1,

неравенство (3) выполняется с константой A, не зависящей от F , m ∈ N, (xn)m
n=1 ⊂ F

и p ∈ [1,∞) [10; теорема 1.e.13]. Поэтому утверждение является непосредственным
следствием теоремы 2.

3. Системы СВ, эквивалентные по распределению системе Радемахе-
ра. Приведем сначала ряд определений. Системы СВ {fn}∞n=1 и {gn}∞n=1, опреде-
ленных на вероятностных пространствах (Ω, Σ, P) и (Ω′, Σ′, P′) соответственно, назо-
вем эквивалентными по распределению в векторном смысле, если существует такое
C > 0, что для любого банахова пространства F и произвольных m ∈ N, xn ∈ F ,
n = 1, 2, . . . ,m, и z > 0

C−1P

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnfn(ω)
∥∥∥∥

F

> Cz

}
6 P′

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xngn(ω′)
∥∥∥∥

F

> z

}

6 CP

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnfn(ω)
∥∥∥∥

F

> C−1z

}
.

Важную роль в различных разделах анализа, таких, как теория интерполяции
операторов, теория аппроксимаций и т.д., играет K -функционал Петре, определя-
емый следующим образом: если (X0, X1) – произвольная банахова пара (т.е. два
банаховых пространства, линейно и непрерывно вложенных в одно отделимое ли-
нейное топологическое пространство), то

K (t, x; X0, X1) = inf{||x0||X0 + t||x1||X1 : x = x0 + x1, xi ∈ Xi},
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где x ∈ X0 + X1, а t > 0. Далее нам потребуется K -функционал

K1,2(t, a) := K (t, a; l1, l2), a = (an)∞n=1 ∈ l2, t > 0,

построенный по банаховой паре (l1, l2). Напомним самую известную из его аппрок-
симаций, которая получается за счет применения так называемой формулы Хольм-
стедта (см. [11] или [8; теорема 3.6.1]):

K1,2(t, a) ≍
[t2]∑
i=1

a∗i + t

[ ∞∑
i=[t2]+1

(a∗i )
2

]1/2

, t > 0,

где (a∗i )
∞
i=1 – невозрастающая перестановка последовательности (|an|)∞n=1.

Далее, если 1 6 p < ∞, а F – банахово пространство, то последовательность
(xn) ⊂ X называется слабо p-суммируемой при условии, что для каждого x∗ ∈ F ∗

скалярная последовательность (x∗(xn)) принадлежит lp. Множество всех слабо
p-суммируемых последовательностей образует банахово пространство, обозначаемое
lwp (F ), с нормой

∥(xn)∥ = sup
∥x∗∥F∗61

∥(x∗(xn))∥lp .

Если (xn) ∈ lw2 (F ), то по определению

K w
1,2(t, (xn)) = sup

∥x∗∥F∗61

K1,2(t, x∗(xn)).

Теперь мы можем сформулировать и доказать следующий критерий эквивалентно-
сти по распределению в векторном смысле произвольной последовательности СВ
системе Радемахера.

Teopeма 3. Пусть {fn}∞n=1 – последовательность СВ, определенных на веро-
ятностном пространстве (Ω, Σ, P). Следующие условия эквивалентны:

1) системы {fn} и {rn} эквивалентны по распределению в векторном смысле;
2) с константой, не зависящей от банахова пространства F , (xn)m

n=1 ⊂ F ,
m ∈ N и p ∈ [1,∞), выполнено∥∥∥∥∥

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnfn

∥∥∥∥
F

∥∥∥∥∥
p

≍

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ m∑

n=1

xnrn

∥∥∥∥
F

∥∥∥∥∥
p

;

3) с константой, не зависящей от банахова пространства F , (xn)m
n=1 ⊂ F ,

m ∈ N и p ∈ [1,∞), выполнено∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ m∑

n=1

xnfn

∥∥∥∥
F

∥∥∥∥∥
p

≍ ∥R∥1 + K w
1,2(

√
p, (xn)), (15)

где R(t) = ∥
∑m

k=1 xkrk(t)∥F .

Доказательство. В работе [3] доказано, что с константой, не зависящей от
банахова пространства F , m ∈ N, (xn)m

n=1 ⊂ F и p ∈ [1,∞),∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ m∑

n=1

xnrn

∥∥∥∥
F

∥∥∥∥∥
p

≍ ∥R∥1 + K w
1,2(

√
p, (xn)). (16)
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Тем самым, эквивалентность 2) ⇔ 3) очевидна. Так как импликация 1) ⇒ 2) выте-
кает из определения эквивалентности систем по распределению, остается доказать
лишь импликацию 3) ⇒ 1).

Неравенство

P

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnfn(ω)
∥∥∥∥

F

> z

}
6 Cµ

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn(t)
∥∥∥∥

F

>
z

C

}
, z > 0,

с некоторым C > 0 вытекает сразу из следствия 1. Покажем, что верно также и
противоположное соотношение.

Определим для любой последовательности (xn)m
n=1 ⊂ F

κ(t, (xn)) = ∥R∥1 + K w
1,2(

√
t, (xn)), t > 0,

F (ω) =
∥∥∥∥ m∑

n=1

xnfn(ω)
∥∥∥∥

F

, ω ∈ Ω.

Заметим, что ввиду вогнутости K -функционала

κ(2t, (xn)) 6
√

2κ(t, (xn)), t > 0.

Поэтому, так как по условию (15) c некоторым C1 > 0

C−1
1 κ(t, (xn)) 6 (EF t)1/t 6 C1κ(t, (xn)), t > 1,

то

(EF 2t)1/(2t) 6 C1κ(2t, (xn)) 6
√

2C1κ(t, (xn)) 6
√

2C2
1 (EF t)1/t, t > 1.

Таким образом, для СВ F (ω), ω ∈ Ω, и R(t), t ∈ [0, 1], выполнены условия теоремы 2.
Применяя ее, получаем нужное неравенство.

Рассмотрим некоторые более конкретные приложения полученных результатов.
Пусть G – компактная абелева группа с вероятностной мерой Хаара θ, Γ – груп-

па характеров, определенных на G, C(G) – пространство непрерывных комплексно-
значных функций на G. Множество E ⊂ Γ называют множеством Сидона, если
при некотором CE > 0 ∑

γ∈Γ

|f̂(γ)| 6 CE∥f∥∞

для всякой f ∈ C(G) такой, что

f̂(γ) :=
∫

G

f(s)γ(−s) dθ = 0, если γ /∈ E.

Пизье доказал следующую теорему, иллюстрирующую тесную связь между произ-
вольной системой Сидона характеров и системой Радемахера [4; теорема 2.1].

Teopeма 4. Предположим, что E = {γn}∞n=1 ⊂ Γ – множество Сидона, F –
банахово пространство и x1, . . . , xm ∈ F . Тогда существует константа C > 0,
зависящая только от константы Сидона CE , такая, что для всех p ∈ [1,∞)

C−1

(
E

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn

∥∥∥∥p

F

)1/p

6

(∫
G

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnγn

∥∥∥∥p

F

dθ

)1/p

6 C

(
E

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn

∥∥∥∥p

F

)1/p

.
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Из этого результата, а также теоремы 3 непосредственно получаем следующее
утверждение.

Teopeма 5. Предположим, что E = {γn}∞n=1 ⊂ Γ – множество Сидона и F –
банахово пространство. Тогда существует константа B > 0, зависящая только
от константы Сидона CE , такая, что для всех m ∈ N, x1, . . . , xm ∈ F и всех z > 0

B−1µ

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn(t)
∥∥∥∥

F

> Bz

}
6 θ

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnγn(g)
∥∥∥∥

F

> z

}

6 Bµ

{∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn(t)
∥∥∥∥

F

> B−1z

}
.

Замечание 2. Утверждение теоремы 5 ранее было получено в работе [1] на осно-
ве теоремы 1, приведенной во введении, и теоремы 4. Отметим, что ее вывод там не
столь прост: авторам [1] понадобился целый ряд дополнительных вспомогательных
утверждений.

Рассмотрим теперь несколько иную ситуацию. Напомним [12], что возрастающая
последовательность (λk)∞k=1 положительных чисел называется топологическим мно-
жеством Сидона, если существует компактное множество K ⊂ R и C > 0 такие,
что для каждой последовательности чисел (ak)∞k=1

C−1
∞∑

k=1

|ak| 6 sup
t∈K

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

akeiλkt

∣∣∣∣.
Важный пример топологического множества Сидона – последовательность (λk)∞k=1,
удовлетворяющая условию Адамара, т.е. такая, что infk λk+1λ

−1
k > q > 1 [12].

Пелчинский доказал следующий результат [5; теорема 3].

Teopeма 6. Пусть (λk)∞k=1 ⊂ R – топологическое множество Сидона. Тогда
для каждого отрезка ∆ = [a, b], −∞ < a < b < +∞, существует константа C =
C(∆) такая, что для произвольного банахова пространства F , всех x1, . . . , xm ∈ F
и 1 6 p < ∞ выполнено

C−1

(
E

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn

∥∥∥∥p

F

)1/p

6

(∫ b

a

∥∥∥∥ m∑
n=1

xneiλnt

∥∥∥∥p

F

dt

)1/p

6 C

(
E

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn

∥∥∥∥p

F

)1/p

.

Из этой теоремы и теоремы 3 получаем

Teopeма 7. Пусть (λk)∞k=1 ⊂ R – топологическое множество Сидона. Тогда
для каждого отрезка ∆ = [a, b], −∞ < a < b < +∞, существует такая константа
B = B(∆), что для произвольного банахова пространства F , всех x1, . . . , xm ∈ F и
z > 0 выполнено

B−1µ

{
t ∈ [0, 1] :

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn(t)
∥∥∥∥

F

> Bz

}
6 µ

{
t ∈ [a, b] :

∥∥∥∥ m∑
n=1

xneiλnt

∥∥∥∥
F

> z

}

6 Bµ

{
t ∈ [0, 1] :

∥∥∥∥ m∑
n=1

xnrn(t)
∥∥∥∥

F

> B−1z

}
.
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[4] G. Pisier, “Les inégalités de Khintchine–Kahane, d’après C. Borell”, Séminaire sur la
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