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1. Введение. Пусть rk(t) = sign sin 2kπt (k = 1, 2, . . . ) — функции Раде-
махера, рассматриваемые на отрезке [0, 1]. Согласно классическому неравен-
ству Хинчина [1], для любого p > 0 существует константа Cp > 0, такая,
что для произвольных вещественных ak (k = 1, 2, . . . ) выполнено неравенство
‖∑∞

k=1 akrk‖Lp
� Cp(

∑∞
k=1 a2

k)1/2 .
Это соотношение вызвало большое количество исследований и обобщений,

нашло многочисленные применения в различных разделах анализа [2]. В част-
ности, в 1975 г. Родин и Семенов [3] доказали, что в случае симметричных
пространств (с.п.) X на [0, 1] неравенство∥∥∥∥

∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
X

� C

( ∞∑
k=1

a2
k

)1/2

(1)

имеет место тогда и только тогда, когда X содержит G, где G — сепарабельная
часть пространства Орлича LN2 , построенного по функции N2(u) = eu2 − 1.
В этой работе будет дано решение аналогичной задачи в случае, когда вместо
скалярных кратных функций Радемахера рассматриваются произвольные неза-
висимые функции, в среднем равные нулю. Точнее, будет дан ответ на вопрос,
для каких с.п. X существует C > 0, такое, что для всех последовательностей
независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X , удовлетворяющих условиям

∫ 1

0
fk(t) dt = 0

(k = 1, 2, . . . ) и (
∑∞

k=1 f2
k )1/2 ∈ X , выполнено неравенство∥∥∥∥

∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

� C

∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

. (2)

Заметим, что если класс последовательностей независимых функций, в среднем
равных нулю, заменить на более обширный класс мартингальных разностей, то
ответ на этот вопрос известен: необходимое и достаточное условие на X состоит
в положительности нижнего индекса Бойда этого пространства, т. е. αX > 0 [4].

В нашей ситуации центральная роль будет принадлежать так называемому
свойству Круглова, введенному и интенсивно изучавшемуся Браверманом [5].
Основной результат этой заметки (теорема 1) в терминах этого свойства дает
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характеризацию сепарабельных или максимальных с.п., в которых обобщенное
неравенство Хинчина (2) выполнено для произвольных последовательностей
независимых функций, в среднем равных нулю. Второй результат (теорема 2)
показывает, что то же свойство оказывается полезным при изучении свойств
подпространства с.п., порожденного системой Радемахера с независимыми век-
торными коэффициентами.

2. Определения и обозначения. Банахово пространство X веществен-
нозначных функций, измеримых по Лебегу на интервале [0, α) (0 < α � ∞), на-
зывается симметричным (или перестановочно инвариантным) пространством
(с.п.), если из того, что y ∈ X и x∗(t) � y∗(t) (t ∈ [0, α)), следует, что x ∈ X и
‖x‖X � ‖y‖X . Здесь x∗(t) — невозрастающая непрерывная справа перестанов-
ка функции |x(s)|, т. е. x∗(t) = inf{τ � 0 : λ({s ∈ [0, α) : |x(s)| > τ}) � t}, t > 0
(λ — мера Лебега).

Если X — с.п. на интервале [0, α), то двойственное (или ассоциированное)
пространство X ′ состоит из всех измеримых функций y , для которых ‖y‖X′ :=
sup{∫ α

0
|x(t)y(t)| dt : x ∈ X, ‖x‖X � 1} < ∞. С.п. X называется максималь-

ным (обладает свойством Фату), если естественное вложение этого простран-
ства в его второе двойственное X ′′ — сюръективная изометрия. Это эквива-
лентно тому, что из условий xn ∈ X (n = 1, 2, . . . ), xn → x п.в. на [0, α)
и supn=1,2,... ‖xn‖X < ∞ следует, что x ∈ X . Заметим, что все важные в
приложениях с.п. (пространства Орлича, Марцинкевича, Лоренца и т.д.) ли-
бо максимальны, либо сепарабельны. Важной характеристикой с.п. являют-
ся его индексы Бойда αX и βX , связанные с оператором растяжения; всегда
0 � αX � βX � 1 [6, теорема 2.4.4]. Для любого с.п. X на [0, 1] имеют место
непрерывные вложения L∞[0, 1] ⊂ X ⊂ L1[0, 1] [6, теорема 2.4.1].

Если X — с.п. на [0, 1], то пространство Z2
X , введенное в [7], состоит из всех

f ∈ (L1 + L∞)(0,∞), таких, что

‖f‖Z2
X

:= ‖f∗χ[0,1]‖X + ‖f∗χ[1,∞)‖L2[1,∞) < ∞.

Нетрудно показать, что квазинорма ‖ · ‖Z2
X
эквивалентна некоторой норме, и по-

этому Z2
X является с.п. на [0,∞). Если {fk}∞k=1 — последовательность функций,

определенных на [0, 1], то через {f̄k}∞k=1 далее будет обозначаться последова-
тельность дизъюнктных одинаково распределенных с функциями fk функций
на [0,∞), например, f̄k(t) = fk(t − k + 1)χ[k−1,k)(t). Подробнее о с.п. см. моно-
графии [6], [8], [9].

Пусть f — измеримая функция (случайная величина) на [0, 1]. Через π(f)
обозначим случайную величину

∑N
i=1 fi , где fi — независимые копии функ-

ции f , а N — случайная величина, имеющая распределение Пуассона с па-
раметром 1, независимая относительно последовательности {fi}. Следующее
свойство было введено и интенсивно изучалось Браверманом [5], использовав-
шим при этом некоторые вероятностные конструкции Круглова [10].

Определение 1. С.п. X на [0, 1] обладает свойством Круглова (иными сло-
вами, X ∈ K), если из того, что f ∈ X , следует, что π(f) ∈ X .

Грубо говоря, с.п. X принадлежат классу K, если оно расположено достаточ-
но «далеко» от L∞ . В частности, это верно, если X ⊃ Lp при некотором p < ∞
[5, теорема 1.2, с. 16]. Кроме того, если LNγ

— экспоненциальное пространство
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Орлича, построенное по функции Nγ(u) = euγ − 1, то LNγ
∈ K тогда и только

тогда, когда 0 < γ � 1 [5, с. 42].
3. Формулировка результатов.
Теорема 1. Пусть X — сепарабельное или максимальное с.п. на [0, 1] . Сле-

дующие условия эквивалентны:
(a) X ∈ K ;
(b) существует C > 0 , такое, что для любой последовательности неза-

висимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X , удовлетворяющих условиям
∫ 1

0
fk(t) dt = 0

(k = 1, 2, . . . ) и
∑∞

k=1 f̄k ∈ Z2
X , выполнено неравенство

∥∥∥∥
∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

� C

∥∥∥∥
∞∑

k=1

f̄k

∥∥∥∥
Z2

X

; (3)

(c) существует C > 0 , такое, что для любой последовательности неза-
висимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X , удовлетворяющих условиям

∫ 1

0
fk(t) dt = 0

(k = 1, 2, . . . ) и (
∑∞

k=1 f2
k )1/2 ∈ X , выполнено неравенство (2).

Замечание 1. Неравенство, противоположное к (3), выполнено в любом с.п.
X [7]. Кроме того, в [7] доказано, что (3) верно, если X ⊃ Lp при некотором
p < ∞. Последнее условие, как уже говорилось, более ограничительно, чем
условие (a). В частности, теорема 1 показывает, что соотношения (2) и (3) имеют
место в экспоненциальном пространстве Орлича LNγ

, если 0 < γ � 1.
Замечание 2. Более слабое, нежели положительность нижнего индекса Бой-

да, условие X ∈ K, с одной стороны, показывает разницу между свойствами
независимых функций, в среднем равных нулю, и общих мартингальных разно-
стей [4]. С другой стороны, оно сильнее, чем условие X ⊃ G, обеспечивающее
выполнение неравенства (1), частного случая неравенства (2) для скалярных
кратных одной последовательности — системы Радемахера.

Пусть X — с.п. на I = [0, 1], а X(I × I) — соответствующее с.п. на квадрате
I × I , т. е. ‖f‖X(I×I) = ‖f∗‖X .

Теорема 2. Если с.п. X сепарабельно или максимально,то следующие усло-
вия эквивалентны:

(α) X ∈ K ;
(β) существует C > 0 , такое, что для любой последовательности незави-

симых функций {fk}∞k=1 ⊂ X

C−1

∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

�
∥∥∥∥

∞∑
k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥

X(I×I)

� C

∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

; (4)

(γ) существует C > 0 , такое, что для любой последовательности незави-
симых функций {fk}∞k=1 ⊂ X

C−1

∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

�
∫ 1

0

∥∥∥∥
∞∑

k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥

X

dt � C

∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

. (5)
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Замечание 3. Утверждение теоремы 2 интересно сопоставить с двумя из-
вестными результатами. Первый из них утверждает, что в любом сепарабель-
ном или максимальном с.п. X эквивалентны следующие условия: (i) существует
C > 0, такое, что для произвольной последовательности функций {fk}∞k=1 ⊂ X
выполнено неравенство (4) и (ii) αX > 0 (импликация (ii) =⇒ (i) доказана в
[8, предложение 2.d.1], а (i) =⇒ (ii) — в [11]). Второй (неравенство Морэ) гово-
рит о том, что если X есть q-вогнутая банахова решетка [8, определение 1.d.3]
при некотором q < ∞, то существует C > 0, такое, что (5) выполнено для
произвольной последовательности функций {fk}∞k=1 ⊂ X [8, теорема 1.d.6(i)].
Заметим, что, с одной стороны, в обоих утверждениях коэффициенты ряда —
произвольные функции, с другой — условия выполнения неравенств (4) и (5) в
них гораздо более ограничительные, чем условие (α).

Замечание 4. При доказательстве результатов заметки был использован
операторный подход к изучению свойства Круглова, развитый в работах [12],
[13].
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В настоящей заметке мы формулируем необходимые и достаточные усло-
вия для существования изоморфизма пуассоновых структур в окрестности сим-
плектического листа полупростого и компактного типа. В частности, показано,




