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x�� Vvedenie

Vvidu klassiqeskogo neravenstva Hinqina� sistema Radema�
hera frng�n��� rn�t� � sgn sin��n�t� �� � t � ��� rassmatrivaema�
v Lp��� �� �� � p � ��� �kvivalentna posledovatel�nosti diz��
�nktnyh 	sdvigov
 frn��� 	� rn�� � n 
 ��g�n�� v L������� Esli
rassmatrivat� sistemu Rademahera kak special�ny� sluqa� po�
sledovatel�noste� nezavisimyh funkci� s nulevym srednim 
t�e�
�R
�

fk�t�dt � �� k � �� �� � � ��� to zameqatel�noe obobwenie �togo ne�

ravenstva na simmetriqnye prostranstva 
s�p�� funkci� na ��� ��
bylo dokazano v ���� godu V� D�onsonom i G� Xehtmanom ���� Po
dannomu s�p� X oni opredelili s�p� Z�

X na ����� 
naxe oboznaqe�
nie ne sovpadaet s ispol�zovannym v ���� i pokazali� qto proiz�
vol�na� posledovatel�nost� ffkg�k�� nezavisimyh funkci� s nu�
levym srednim v X �kvivalentna posledovatel�nosti ih diz��
�nktnyh 	sdvigov
 ffk��� 	� fk�� � k 
 ��g�k�� v Z�

X pri uslovii�
qto X soder�it Lp��� �� pri nekotorom p � �� Podqerknem� qto
osnovna� trudnost� zakl�qaets� pri �tom v dokazatel�stve ne�
ravenstva ��� nX

k��

fk

���
X
� C

��� nX
k��

fk

���
Z�
X


����


sm� pravu� qast� neravenstva 
�� v ��� teorema ����
Osnovnymi sredstvami pri dokazatel�stve ocenki 
���� v

��� byli odin iz variantov horoxo izvestnogo neravenstva
Hoffmana��orgensena ���� a tak�e sv�zanna� s nim tehnika sve�
deni� zadaqi k Lp�sluqa�� Rassmatriva� analogiqny� vopros
zdes�� my primen�em sovsem drugie rassu�deni�� osnovyva�wi�
es� na teorii bezgraniqno delimyh raspredeleni� i na izuqe�
nii svo�stv polo�itel�nogo line�nogo operatora K� vvedennogo

��
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nami nedavno v ��� 
sm� tak�e ����� Tehnika bezgraniqno delimyh
raspredeleni�� bezuslovno� horoxo izvestna v teorii vero�tno�
ste�� V to �e vrem�� pri izuqenii geometrii s�p� ona xiroko
primen�las�� vidimo� tol�ko M� X� Bravermanom ���� ispol�zo�
vavxim pri �tom nekotorye idei i vero�tnostnye konstrukcii
V� M� Kruglova ���� Nax podhod� krome togo� tesno sv�zan so sto�
hastiqeskim integrirovaniem otnositel�no simmetrizovannogo
puassonovskogo processa� primenennym v ��� 
sm� tak�e ���� dl�
izuqeni� voprosa o tom� kogda dannoe s�p� na ��� �� izomorfno ne�
kotoromu s�p� na poluosi� My detal�no rassmatrivaem �ti sv�zi
v posledne� qasti raboty� V x� vvod�ts� neobhodimye opredele�
ni� i svedeni� iz teorii s�p�� a tak�e nekotorye vero�tnostnye
konstrukcii� V x� my dokazyvaem glavny� rezul�tat� sosto��
wi� v tom� qto dl� xirokogo klassa s�p� X vypolnenie nera�
venstva 
���� dl� proizvol�no� posledovatel�nosti ffkg�k�� � X
nezavisimyh funkci� so srednim � �kvivalentno ograniqenno�
sti operatora K v �tom prostranstve 
sm� teoremy ��� i �����
Vnexne �to utver�denie analogiqno teoreme ��� raboty ���� gde
req� idet o proizvol�nyh posledovatel�nost�h 
neotricatel��
nyh� nezavisimyh funkci� 
sm� naqalo x��� Podqerknem� tem ne
menee� qto dokazatel�stva �tih rezul�tatov soverxenno razliq�
ny� �to ob��sn�ets� raznice� svo�stv posledovatel�noste� neo�
tricatel�nyh funkci� i funkci� s nulevym srednim 
sm� tak�e
razliqie v dokazatel�stvah neravenstv 
�� i 
�� v teoreme �
stat�i ����� Va�no otmetit�� qto preimuwestvo naxego podhoda
po sravneni� s raboto� ��� sostoit v tom� qto on pozvol�et po�
luqat� neravenstvo 
���� v celom r�de va�nyh v prilo�eni�h
s�p�� ne soder�awih Lp�prostranstvo ni pri kakom p � �� So�
otvetstvu�wi� primer priveden v zameqanii ���� gde naxi re�
zul�taty primen��ts� k �ksponencial�nym prostranstvam Or�
liqa ExpLp� � � p � � 
naprotiv� uslovi� teoremy � v ��� dl�
nih ne vypoln��ts��� Iz teoremy ���� a tak�e rezul�tatov sta�
t�i ��� vytekaet sledstvie ���� kotoroe v opredelennom smysle
obratno po otnoxeni� k utver�deni� pervo� qasti teoremy �
v ���� Odnovremenno ono pokazyvaet� qto� v otliqie ot situacii
s neravenstvom Hinqina 
sm� ����� ne suwestvuet 	minimal�no�
go
 s�p� E takogo� qto neravenstvo 
���� vypolneno dl� ka�dogo
s�p� X � E�

V posledne� qasti raboty� v x�� my primen�em poluqennye
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rezul�taty k horoxo izvestno� zadaqe o tom� imeet li dannoe
s�p� X na ��� �� izomorfnoe predstavlenie kak s�p� na poluosi

vpervye postavlenno� v ���� i gluboko izuqenno� v ��� i �����
Vo�pervyh� okazyvaets�� qto pri uslovii ograniqennosti opera�
tora K prostranstvo X soder�it podprostranstvo� izomorfnoe
s�p� Z�

X na poluosi� Ranee podobnoe utver�denie bylo dokaza�
no lix� dl� gorazdo bolee uzkogo klassa s�p� s netrivial�nym
ni�nim indeksom Bo�da� Vo�vtoryh� teorema ��� pozvol�et dat�
gorazdo bolee prostoe dokazatel�stvo horoxo izvestno� teore�
my 
sm� ��� x�� ili ��� s� ����� o tom� qto X izomorfno nekoto�
romu s�p� na poluosi� esli indeksy Bo�da X netrivial�ny� I
nakonec� my pokazyvaem� qto suwestvuet gluboka� sv�z� me�du
operatorom K i stohastiqeskim integrirovaniem otnositel�no
simmetrizovannogo puassonovskogo processa� primen�emogo v ����

Dalee budut ispol�zovat�s� sledu�wie sokraweni��
s�p�� simmetriqnoe prostranstvo 
s�v�� sluqa�na� veliqina 
izmerima� funkci�� 
f�r�� funkci� raspredeleni� sluqa�no� veliqiny 
h�f�� harakteristiqeska� funkci� sluqa�no� veliqiny 

f
d
� g oznaqaet� qto s�v� f i g ime�t odinakovye f�r��

x�� Opredeleni� i predvaritel�nye svedeni�

Razdel soder�it osnovnye opredeleni� i oboznaqeni� iz te�
orii s�p� 
podrobnee sm� ���� ���� a tak�e nekotorye pon�ti� i
konstrukcii vero�tnostnogo haraktera� vz�tye� v osnovnom� iz
��� i ���� kotorye budut ispol�zovat�s� v �to� rabote�

���� Simmetriqnye prostranstva� Banahovo prostranstvo
�X� k � k

X
� vewestvennoznaqnyh funkci�� izmerimyh po Lebegu

na intervale J � ��� ��� � � � � � 
s oto�destvleniem ��
poqti vs�du�� nazyvaets� simmetriqnym 
ili perestanovoqno�
invariantnym�� esli

�i� X �vl�ets� por�dkovo� rexetko�� t�e� esli y � X i x �
l�ba� izmerima� funkci� na J taka�� qto jxj � jyj� to x � X
i kxk

X
� kyk

X
 

�ii� X perestanovoqno invariantno v tom smysle� qto esli y �
X i x � l�ba� izmerima� funkci� na J taka�� qto x� � y��
to x � X i kxk

X
� kyk

X
�
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Zdes� i vs�du dalee � � mera Lebega� a x��t� � nevozrasta�wa�
nepreryvna� sprava perestanovka funkcii jx�s�j� t�e�

x��t� � inff � � � 	 ��fs � ��� �� 	 jx�s�j 	 �g� � t g �t 	 ���

gde njxj�� � 	� �fs � � 	 jx�s�j 	 �g �� 	 ���
Dl� l�bogo s�p� X � X����� 
sootvetstvenno X � X��� ��� ime�

�t mesto nepreryvnye vlo�eni�

L� � L������ � X � L� 
 L������ �L���� �� � X � L���� ���


opredeleni� summy i pereseqeni� banahovyh prostranstv�
obrazu�wih banahovu paru� sm� dalee v �tom razdele��

Pust� X � s�p� na ��� ��� Dalee my budem rassmatrivat� tak�e
s�p� X���P� izmerimyh funkci� ili sluqa�nyh veliqin 
s�v��
na vero�tnostnom prostranstve ���P�� opredel�emoe sledu�wim
obrazom�

X���P� 	� ff � L����P� 	 f
� � Xg� kfkX���P� 	� kf�kX �

Zdes� f� � nevozrasta�wa� perestanovka otnositel�no mery P
na �� Qerez S����� S��� 
�� budet oboznaqat�s� line�noe pro�
stranstvo vseh izmerimyh koneqnyh p�v� funkci� na prostran�
stve s mero� ��� 
�� snab�ennoe topologie� shodimosti po mere
na podmno�estvah koneqno� mery v ��

Esli X � s�p� na intervale J � ��� ��� to dvo�stvennoe 
ili
associirovannoe� prostranstvo X� sostoit iz vseh izmerimyh
funkci� y� dl� kotoryh

kyk
X�

	� sup
nZ
J

jx�t�y�t�jdt 	 x � X� kxk
X
� �

o
��


osnovnye svo�stva dvo�stvennogo prostranstva mo�no na�ti v
������ Esli X� � prostranstvo� sopr��ennoe s X� to X� 	 X�� a
X� � X�� esli i tol�ko esli norma k � k

X
por�dkovo nepreryv�

na� t�e� iz fxngn�� � X�xn 
n �� sleduet� qto kxnkX � �� Zame�
tim� qto norma k � k

X
s�p� X na J por�dkovo nepreryvna togda

i tol�ko togda� kogda X separabel�no� Govor�t� qto s�p� X na
J maksimal�no 
ili imeet svo�stvo Fatu�� esli iz togo� qto
ffngn�� � X� fn � f p�v� na J i supn kfnkX � �� sleduet� f � X
i kfk

X
� lim infn�� kfnkX � Horoxo izvestno� qto s�p� X maksi�

mal�no togda i tol�ko togda� kogda estestvennoe vlo�enie X v
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ego vtoroe dvo�stvennoe X�� �vl�ets� izometriqesko� s�r�ek�
cie�� Gorazdo bolee slabym �vl�ets� sledu�wee uslovie� Norma
k � k

X
s�p� X nazyvaets� por�dkovo polunepreryvno� 
ili normo�

Fatu�� esli ediniqny� xar prostranstva X zamknut v X otnosi�
tel�no shodimosti poqti vs�du� Poslednee �kvivalentno tomu�
qto estestvennoe vlo�enie X v ego vtoroe dvo�stvennoe X�� �
izometri��

Napomnim� qto dl� � 	 � operator rast��eni� �� opredel�et�
s� sledu�wim obrazom�

��x�t� � x�t�� �� esli J � ������

i

��x�t� �

�
x�t�� �� � � t � min��� � �

�� min��� � � � t � ��

esli J � ��� ��� Operatory �� ograniqeny v l�bom s�p� X� Krome
togo� suwestvu�t qisla

�X 	� lim
���

lnk��kX
ln �

� 
X 	� lim
���

lnk��kX
ln �

�

nazyvaemye indeksami Bo�da prostranstva X� Vsegda � � �X �

X � �� Govor�t� qto indeksy Bo�da s�p� X netrivial�ny� esli
� � �X � 
X � ��

Va�nymi primerami s�p� �vl��ts� Lp�prostranstva �� � p �
��� a tak�e ih obobwenie � prostranstva Orliqa� Pust� � �
nepreryvna� vypukla� vozrasta�wa� funkci� na ������ ���� � �
i ���� ��� Prostranstvo Orliqa L� � L���� �� sostoit iz vseh
funkci� f � S��� ��� dl� kotoryh koneqna norma

kfkL� � inf
n
� 	 � 	

�Z
�

�
� jf�t�j

�

�
dt � �

o
�

Qerez �E�t� dalee budet oboznaqat�s� harakteristiqeska�
funkci� mno�estva E 	 ������ a qerez suppf � nositel� izme�
rimo� funkcii f �

���� Svo�stvo Kruglova i operator K v s�p�� Pust� f � iz�
merima� funkci� 
ili s�v�� na ��� ��� a Ff � ee f�r� Qerez ��f�
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oboznaqim sluqa�nu� veliqinu� h�f� kotoro� opredel�ets� ra�
venstvom

���f��t� � exp

� �Z
��

�
eitx � �

�
dFf �x�

	
�

ili� �kvivalentno� �to s�v�
PN

i�� fi� gde fi � nezavisimye kopii
f � a s�v� N imeet raspredelenie Puassona s parametrom � i ne�
zavisima otnositel�no posledovatel�nosti ffig�

Opredelenie ���� Govor�t� qto s�p� X na ��� �� imeet svo�stvo
Kruglova 
my pixem� X � K�� esli

f � X �
 ��f� � X�

�to svo�stvo izuqalos� i intensivno ispol�zovalos�
M� X� Bravermanom ���� Zametim� qto netrivial�na lix� im�
plikaci� f � X �
 ��f� � X obratnoe vvidu neravenstva Pro�
horova ���� 
sm� tak�e ��� s� ���� spravedlivo vsegda� Izvestno
��� teorema �� s� ���� qto s�p� X obladaet svo�stvom Kruglova�
esli X � Lp dl� nekotorogo p � �� V qastnosti� poslednee vy�
polneno dl� s�p� s netrivial�nym ni�nim indeksom Bo�da� t�e�
esli �X 	 �� Krome togo� �tim svo�stvom oblada�t tak�e neko�
torye �ksponencial�nye prostranstva Orliqa� ne soder�awie
Lp ni pri kakom p �� 
sm� zameqanie �����

So svo�stvom Kruglova tesno sv�zan operator K ��� 
sm� tak�
�e ����� Snaqala opredelim vspomogatel�ny� operator K� so
znaqeni�mi v prostranstve S���P�� gde ���P� 	�

Q�

k��
���� ��� �k�


�k � mera Lebega na ��� ��� k � �� �� � � ��� Pust� fEng � posle�
dovatel�nost� poparno diz��nktnyh podmno�estv otrezka ��� ���
��En� � �

e�n	 � n � N� Dl� proizvol�no� funkcii f iz S���� ��� ��
polo�im

K�f���� ��� ��� � � � � 	�
�X
n��

nX
k��

f��k��En �����

Horoxo izvestno� qto suwestvuet sohran��wee meru otobra�
�enie � 	 ���P� � ���� ��� ��� Dl� ka�do� funkcii g iz S���P�
opredelim R�g��x� 	� g����x�� x � ��� ��� Legko videt�� qto

�fx � ��� �� 	 R�g��x� � tg � Pf� � � 	 g��� � tg �t � R��
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Po�tomu K 	� RK� � polo�itel�ny� line�ny� operator� de��
stvu�wi� iz S���� ��� �� v S���� ��� ��� priqem dl� l�bo� izmerimo�
na ��� �� funkcii f raspredeleni� funkci� Kf i K�f odinakovy�

Tak kak my rassmatrivaem s�p�� to dl� nas va�no lix� ras�
predelenie funkcii Kf � v sv�zi s qem na opredelenie operatora
K mo�no smotret� s neskol�ko ino� 
i zaqastu� bolee udobno��
toqki zreni�� Esli f � S���� ��� �� i ffn�kgnk�� �n � N� � posledova�
tel�nost� naborov funkci�� izmerimyh na ��� ��� taka�� qto dl�
ka�dogo n � N

�i� fn��� fn��� � � � � fn�n� �En � posledovatel�nost� nezavisimyh
s�v� 

�ii� Ffn�k � Ff � k � �� �� � � � � n�

to opredelim�

K�f�x� 	�
�X
n��

nX
k��

fn�k�x��En �x�� x � ��� ���

Neposredstvenna� proverka pokazyvaet� qto f�r� funkci� Kf i
K�f odinakovy� Po�tomu� kak u�e otmeqalos�� operator K mo�no
v opredelennom smysle oto�destvl�t� s K��

Napomnim� qto operator K ograniqenno de�stvuet v s�p� X
togda i tol�ko togda� kogda X imeet svo�stvo Kruglova ��� lem�
ma ����� V ���� glavnym obrazom� izuqalos� de�stvie operatora K
v razliqnyh klassah s�p� V �to� rabote nas� pre�de vsego� budet
interesovat� problema sravneni� v prostranstvah so svo�stvom
Kruglova summ nezavisimyh funkci� s nulevym srednim� s od�
no� storony� i ih diz��nktnyh kopi�� s drugo��

x�� Ocenki summ nezavisimyh funkci� s nulevym srednim

v simmetriqnyh prostranstvah so svo�stvom Kruglova

Pust� X i Y � s�p� na ��� ��� X � Y � Napomnim sledu�wi� re�
zul�tat ��� teorema ����� esli �i� operator K 	 X �� Y ograniqen
ili esli �ii� norma prostranstva Y por�dkovo polunepreryvna
i operator K 	 X �� Y �� ograniqen� to suwestvuet taka� posto�
�nna� C 	 �� qto dl� l�bogo n � N i proizvol�no� posledova�
tel�nosti s�v� ffkgnk�� 	 X vypolneno neravenstvo�����

nX
k��

fk

����
Y

� C

����
nX

k��

fk

����
Z�
X

�
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gde

Zp
X 	� ff � �L� 
 L������� 	 kfkZp

X
	� kf��
����kX


 kf��
����kLp�����
��g� � � p ���

a ffkg
�
k�� � posledovatel�nost� diz��nktnyh funkci� na ������

takih� qto f�r� dl� fk i fk �k � N� odinakovy� Zdes� my doka�
�em analogiqnoe neravenstvo 
s prostranstvom Z�

X vmesto Z�
X�

dl� posledovatel�noste� nezavisimyh funkci� ffkgnk��� koto�

rye na otrezke ��� �� ime�t nulevye srednie� t�e�
�R
�

fk�t� dt � �

�k � �� �� � � � � n��
Kak u�e govorilos� vo Vvedenii� �tot rezul�tat usilivaet

teoremu � iz ��� v sluqae normirovannyh prostranstv 
podrob�
nee sm� zameqanie �����

Teorema 	��� Pust� X i Y 	 s�p� na ��� ��� X � Y i vypolneno hot�
by odno iz uslovi�� �i� operator K 	 X �� Y ograniqen
 �ii� norma
prostranstva Y por�dkovo polunepreryvna i operator K 	 X ��
Y �� ograniqen� Togda suwestvuet taka� posto�nna� C 	 �� qto
dl� l�bogo n � N i proizvol�no� posledovatel�nosti nezavisimyh
funkci� ffkgnk�� so srednim � v X vypolneno������

nX
k��

fk

�����
Y

� C

�����
nX

k��

fk

�����
Z�
X

� 
����

Naibolee va�nym komponentom dokazatel�stva teoremy ���
�vl�ets� sledu�wee utver�denie�

Predlo
enie 	��� Esli X i Y 	 s�p� na ��� ��� X � Y i operator
K de�stvuet iz X v Y � to dl� l�bo� posledovatel�nosti simme�
triqno raspredelennyh s�v� ffkgnk�� 	 X spravedliva sledu�wa�
implikaci��

esli

�X
k��

fk � Z�
X � to

�X
k��

fk

shodits� p�v� na ��� �� i
�X
k��

fk � Y� 
����

Dokazatel�stvo� Pust� Fk � f�r� s�v� fk� a fgkg
�
k�� � posledo�

vatelnost� nezavisimyh s�v�� opredelennyh na ��� ��� taka�� qto
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f�r� sluqa�nyh veliqin gk i ��fk� dl� ka�dogo k � �� �� 
� � � � so�
vpada�t� Predpolo�im na vrem�� qto my dokazali shodimost�
r�da

P�
k��gk p�v� na ��� �� k nekotoro� s�v� g � Y � Togda doka�

zatel�stvo predlo�eni� ��� mo�et byt� zakonqeno sledu�wim
obrazom� Vvidu neravenstva Prohorova 
sm� ���� ili ��� s� ���

�



t � ��� �� 	

�����
nX

k��

fk�t�

����� � x

�
� ��



t � ��� �� 	

�����
nX

k��

gk�t�

����� � x

�

�

����

dl� vseh n � N i x 	 �� Tak kak r�d iz nezavisimyh s�v� shodits�
po mere togda i tol�ko togda� kogda on shodits� p�v� 
sm�� na�
primer� ���� teorema ������ s� ����� to iz 
���� sleduet� qto r�dP�

k��fk tak�e shodits� k nekotoro� s�v� f p�v� na ��� ��� Krome to�
go� shodimost� po mere garantiruet suwestvovanie vozrasta��
we� posledovatel�nosti natural�nyh qisel fnmgm�� tako�� qto
dl� vseh � 	 � i m � � my imeem

�ft 	 jf�t�j � �g � �



t 	

�����
nmX
k��

fk�t�

����� � � �
�

m

�



�

m

i

�



t 	

�����
nmX
k��

gk�t�

����� � �

�
�

�

�m

�
� �

�
t 	 jg�t�j �

�

�
�

�

�m






�

m
�

Ots�da i iz 
���� sleduet

�ft 	 jf�t�j � �g � ��



t 	

�����
nmX
k��

gk�t�

����� � �

�
�

�

�m

�



�

m

� ��

�
t 	 jg�t�j �

�

�
�

�

�m






�

m
�

ili posle perehoda k predelu pri m��

�ft 	 jf�t�j � �g � ��
n
t 	 jg�t�j �

�

�

o
�

Tak kak g � Y � to iz posledne� ocenki my nemedlenno poluqaem�
f � Y � qto i zakanqivaet dokazatel�stvo implikacii 
�����

Dl� dokazatel�stva togo� qto r�d
P�

k��gk shodits� p�v� na ��� ��
i qto ego summa g prinadle�it prostranstvu Y � nam pre�de vse�
go nu�na nekotora� dopolnitel�na� informaci� o h�f� summy
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Sn 	�
Pn

k�� gk� n � �� Tak kak s�v� gk 
tak �e� kak i s�v� fk� sim�
metriqno raspredelena 
sm� ��� s� ��� ili ����� to ee h�f� �k ve�
westvennoznaqna i opredel�ets� sootnoxeniem�

�k�t� � exp

�
� �Z
��

�cos�tx� � ��dFk�x�

�
A� t � R� k � �� �� � � � � 
����

Krome togo� raspredelenie s�v� gk� k � �� �vl�ets� smes�� dis�
kretnogo raspredeleni� Puassona s parametrom � i seme�stva
svertok Fk 
sm� ��� ili ����� kotora� �vl�ets� qastnym sluqaem
tak nazyvaemogo obobwennogo raspredeleni� Puassona 
sm�� na�
primer� ���� glava ��� ili ���� glava ��� x�� s� ������ Obobwennoe
raspredelenie Puassona bezgraniqno delimo ���� glava ��� x��
s� ����� i po�tomu vvidu odnogo iz variantov formuly Levi�
Hinqina 
sm�� naprimer� ��� s� ����

�k�t� � exp

�
� �Z
��

�cos�tx�� ��
� 
 x�

x�
dHk�x�

�
A� k � �� �� � � � � 
����

gde Hk�x� � ograniqenna�� neubyva�wa�� nepreryvna� sle�
va funkci� na R� kotora� nazyvaets� spektral�no� funkcie�

Levi�Hinqina�� Mo�no predpolo�it�� qto Hk���� � �� Srav�
niva� 
���� i 
����� poluqaem

Hk�x� �

xZ
��

y�

� 
 y�
dFk�y�� k � �� �� � � � � 
����

Dalee nam budet nu�no sledu�wee vspomogatel�noe utver�
�denie�

Lemma 	�	� Esli vypolneny uslovi� predlo�eni� ���� to r�d

H�x� 	�
�X
k��

Hk�x� 
����

shodits� ravnomerno na R i H��� �
P�

k��Hk��� ���

Dokazatel�stvo lemmy 	�	� Pre�de vsego� tak kak po uslovi�
f �t� 	�

P�
k��fk�t� � Z�

X � to funkci� F �x� 	�
P�

k��Fk�x� � �ft 	
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� 	 f �t� � xg koneqna dl� vseh x � �� Dalee� tak kak s�v� fk sim�
metriqno raspredelena� to vo vseh toqkah nepreryvnosti x � R
funkcii Fk�x� imeem

Fk��x� � �� Fk�x�� k � �� �� � � � � 
����

Sledovatel�no� suwestvuet takoe vs�du plotnoe mno�estvo E �
������ qto dl� vseh x � E

nf �x� 	� �ft 	 � 	 jf�t�j 	 xg � �F ��x��

Primen�� poslednee sootnoxenie vmeste s 
���� i 
����� my po�
luqaem� qto dl� vseh n � N

nX
k��

Hk��� � ��

�Z
�

y�

� 
 y�
d

�
nX

k��

Fk��y�

�

� ��

�Z
�

y�

� 
 y�
dF ��y� � �

�Z
�

y�

� 
 y�
dnf �y��


����

Ne ograniqiva� obwnosti� mo�no predpolo�it�� qto �ft 	 � 	
jf�t�j � �g � � dl� ka�dogo � � �� Rassmotrim dva vzaimno is�
kl�qa�wih sluqa��

a� dl� nekotorogo y� 	 � vypolneno� nf �y�� � � 

b� pri vseh y 	 � imeem nf �y� � �� t�e� �fsuppfg � �� V sluqae
a�� primen�� 
����� poluqaem

nX
k��

Hk��� � �

y�Z
�

y�

� 
 y�
dnf �y� �

�Z
y�

y�

� 
 y�
dnf �y�

� �

y�Z
�

y�dnf �y� �

�Z
y�

dnf �y�

� kf
�
�
����k

�
L� 
 nf �y�� � kfk

�
Z�
X

 � ���

V sluqae b� podobnye 
i qut� bolee prostye� ocenki pokazyva�
�t� qto

Pn
k��Hk��� � �� Takim obrazom�

P�
k��Hk��� � �� Tak

kak dl� ka�dogo k � � funkci� Hk�x� vozrastaet� to ots�da sle�
duet ravnomerna� shodimost� r�da 
���� na R� Krome togo� dl�
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ka�dogo n � N i vseh x 	 � my imeem� H�x� �
Pn

k��Hk�x�� Po�
�tomu� perehod� k predelu snaqala pri x �� �� a zatem pri
n ���� my poluqaem�

H��� �
�X
k��

Hk����

Tak kak protivopolo�noe neravenstvo oqevidno� to lemma ���
dokazana� �

Prodol�im dokazatel�stvo predlo�eni� ���� Pust� �n � h�f�
s�v� Sn �n � �� �� � � ��� gde� kak i ranee� Sn �

Pn
k��gk� Tak kak s�v�

gk �k � �� �� � � �� nezavisimy� to

�n�t� �
nY

k��

�k�t� � exp

� �Z
��

�cos�tx�� ��
� 
 x�

x�
d

� nX
k��

Hk�x�

		
�

Krome togo� tak kak funkcii Hk�x� �k � �� �� � � �� vozrasta�t i
cos�tx�� � � �� to posledovatel�nost� f�n�t�g�n�� monotonno uby�
vaet dl� ka�dogo fiksirovannogo t � R� i� znaqit� po lemme ���

lim
n��

�n�t� � ��t� 	� exp

� �Z
��

�cos�tx�� ��
� 
 x�

x�
dH�x�

	
� 
�����

Poka�em� qto ��t� �vl�ets� h�f� nekotoro� s�v� Dl� �togo do�
statoqno proverit�� qto funkci� ��t� nepreryvna v nule ����
glava �� teorema ���� s� �����

Dl� proizvol�nogo � 	 � zafiksiruem x� � � takoe� qto
H��x�� 
 H���� H�x�� �

�
� � Togda na�dets� konstanta c � c�x��

taka�� qto dl� vseh jxj � x� vypolneno� �� � cos�tx���
x
�

x�
� c � t��

Takim obrazom� esli qislo jtj dostatoqno malo� to������
�Z

��

�cos�tx�� ��
� 
 x�

x�
dH�x�

������
�

x�Z
�x�

��� cos�tx��
� 
 x�

x�
dH�x� 


Z
jxj�x�

��� cos�tx��
� 
 x�

x�
dH�x�

�ct��H�x�� �H��x��� 
 � � �H��x�� 
H����H�x���

�c �H���t� 

�

�
� ��
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Itak� � � h�f� nekotoro� s�v� g� f�r� kotoro� �vl�ets� slabym
predelom funkci� raspredeleni� summ Sn ���� glava ��� x�� teo�
rema �� s� ����� Tem samym g imeet bezgraniqno delimoe raspre�
delenie ���� glava ��� x �� sledstvie k teoreme �� s� ����� Krome
togo� primen�� teoremu Ito�Nisio ���� teorema ������ s� �������
zakl�qaem� qto r�d

P�
k��gk shodits� p�v� na ��� �� k s�v� g� Qtoby

zakonqit� dokazatel�stvo predlo�eni� ���� ostalos� pokazat��
qto g � Y �

Iz 
���� i 
���� sleduet� qto dl� vseh x iz nekotorogo vs�du
plotnogo podmno�estva poluosi ����� vypolneno

Hk����Hk�x� �

�Z
x

y�

� 
 y�
dFk�y� �

�Z
x

y�

� 
 y�
d��� Fk��y��

�

�xZ
��

y�

� 
 y�
dFk�y� � Hk��x�� k � �� �� � � � �

Ots�da 
op�t� prinima� vo vnimanie 
����� my poluqaem

H��x� 
H����H�x� � �
�X
k��

Hk��x� � �
�X
k��

Fk��x� � nf �x�� 
�����

Tak kak funkci� H�x� nepreryvna sleva� to suwestvuet izmeri�
ma� na ����� funkci� u taka�� qto

�fs 	 � 	 u�s� � xg � H�x�� x � R�

Po predpolo�eni� f � Z�
X  sledovatel�no� u � Z�

X vvidu 
������
No togda funkci� v�s� 	� u�H��� � s� �s 	 �� tak�e prinadle�it
prostranstvu Z�

X � Ots�da i iz opredeleni� prostranstva Z�
X

nemedlenno sleduet� v��t��
�����t� � X� Bolee togo� tak kak

�fs 	 � 	 v�s� � xg �
H�x�

H���
� x � R�

to v��t� � v��t��
�����t� � X� Takim obrazom� suwestvuet s�v� h � X�
f�r� kotoro� Fh�x� opredel�ets� sootnoxeniem�

Fh�x� 	�
H�x�

H���
� x � R�
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Poka�em� qto poslednee� a tak�e ograniqennost� operatora K
iz X v Y � kotoru� my imeem po uslovi�� pozvol��t dokazat��
qto g � Y 
poho�ee rassu�denie sm� v dokazatel�stve lemmy ��
na s� �� v rabote �����

Vvedem oboznaqeni��

U �t� x� 	� �cos�tx� � ��
� 
 x�

x�
� t� x � R� 
�����

���t� 	� exp

� Z
jxj��

U �t� x�dH�x�

	
� t � R

���t� 	� exp

� Z
jxj��

U �t� x�dH�x�

	
� t � R�


�����

Vvidu 
����� imeem ��t� � ���t� � ���t�� t � R� i� takim obrazom�

g
d
� g� 
 g�� gde g� i g� � nezavisimye s�v� s h�f� �� i �� sootvet�

stvenno� Dl� dokazatel�stva prinadle�nosti g prostranstvu Y
dostatoqno proverit�� qto g� � Y i g� � Y �

Iz formuly Levi�Hinqina sleduet� qto s�v� g� imeet bezgra�
niqno delimoe raspredelenie i qto sootvetstvu�wa� e� spek�
tral�na� funkci� posto�nna na ka�dom iz intervalov �������
i ������ Tem samym� vvidu teoremy � v ����� poluqaem

lim inf
x��

� ln�ft � ��� �� 	 jg��t�j � xg

x ln�� 
 x�
� ��

Iz poslednego sootnoxeni�� oqevidno� vytekaet ocenka

�ft � ��� �� 	 jg��t�j � xg � exp
�
�

�

�
x ln�� 
 x�

�
�

verna� dl� dostatoqno bol�xih x 	 �� Po�tomu g� prinadle�it
prostranstvu Orliqa LM� � M��t� � ejtj ln�e
jtj���� t � R 
sm� tak�e
��� lemma ������ Tak kak X � L� 
sm� x�� i K 	 X �� Y � to iz
teoremy ��� v ��� sleduet� Y � LM� i� v qastnosti� g� � Y �

Poka�em� nakonec� qto g� � Y � Oboznaqim

���t� 	� exp

� �Z
��

�cos�tx� � ��dW �x�

	
� 
�����
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gde

W �x� 	�

����������
���������

xZ
��

� 
 y�

y�
dH�y�� esli � � x � ���

W ����� esli � � � x � ��

W ���� 


xZ
�

� 
 y�

y�
dH�y�� esli x 	 ��

Legko videt�� qto W �x� � neotricatel�na�� ograniqenna�� ne�
ubyva�wa� i nepreryvna� sleva funkci� na R� W ���� � ��

Dostatoqno rassmotret� sluqa�� kogda H��� 	 �� a znaqit�
i W ��� 	 �� Pust� f�r� FW zadana ravenstvom� FW �x� � W �x�

W ��� �
Vvidu predlo�eni� �� na s� �� v ���� g� � Y togda i tol�ko togda�
kogda w � Y � gde w � s�v� s h�f�

��t� � exp

�
� �Z
��

�cos�tx�� ��dFW �x�

�
A � 
�����

Oboznaqim qerez w� s�v� s f�r� FW �x�� Tak kak s�v� h 
s f�r�
Fh�x� �

H�x�
H���� prinadle�it X� to i w� � X� De�stvitel�no� iz

�lementarnogo neravenstva � � �� 
 y��y�� � � �y � �� sleduet�
qto dl� vseh x � �

�ft 	 jw��t�j � xg �

�
�

W ���

Z
jyj�x

� 
 y�

y�
dH�y� �

�H���

W ���
�ft 	 jh�t�j � xg�

Vvidu 
������ w � ��w��� V itoge� tak kak po uslovi� operator K
de�stvuet iz X v Y � to� primen�� teoremu ��� raboty ���� my po�
luqaem� qto w � Y � a znaqit� i g� � Y � Tem samym dokazatel�stvo
predlo�eni� ��� zakonqeno� �

Sledu�wa� lemma vmeste s predlo�eniem ��� privod�t k do�
kazatel�stvu teoremy ��� v va�nom qastnom sluqae simmetriqno
raspredelennyh s�v�

Lemma 	��� Predpolo�im� qto X i Y 	 s�p� na ��� ��� X � Y i
qto implikaci� �
��� verna dl� proizvol�no� posledovatel�nosti
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nezavisimyh simmetriqno raspredelennyh s�v� ffkg�k�� 	 X� To�
gda suwestvuet taka� posto�nna� C 	 �� qto dl� l�bo� tako�
posledovatel�nosti my imeem����

�X
k��

fk

����
Y

� C

����
�X
k��

fk

����
Z�
X

� 
�����

Dokazatel�stvo� Rassmotrim sledu�wee podprostranstvo pro�
stranstva Z�

X �

Z�
X�s 	� ff � Z�

X 	 s�v� f �k��x� 	� f�x 
 k � �� �� � x � ��

simmetriqno raspredelena dl� vseh k � �g�

Poka�em� pre�de vsego� qto Z�
X�s zamknuto v Z�

X � Pust� ffng 	

Z�
X�s� fn � f � Z�

X otnositel�no k � kZ�
X

� Togda f
�k�
n � f �k� po

mere dl� ka�dogo k � �� �� � � � � Zafiksiruem k � N i oboznaqim
qerez E mno�estvo vseh toqek x � ������ v kotoryh ka�da� iz
f�r� Fn�x� s�v� f �k�n �n � �� �� � � ��� a tak�e f�r� F �x� s�v� f �k� ne�
preryvny� Oqevidno� E vs�du plotno v ������ Tak kak iz sho�
dimosti po mere sleduet slaba� shodimost� raspredeleni� ����
glava �� x�� lemma �� s� ����� to Fn�x�� F �x� dl� vseh x � E� Is�
pol�zu� simmetriqnost� raspredeleni� Fn��� �n � �� �� � � ��� my
poluqaem� F �x� � � � F ��x�� x � E� Tak kak E vs�du plotno v
������ to poslednee ravenstvo vypoln�ets� vo vseh toqkah x 	 �
nepreryvnosti funkcii F �x�� Drugimi slovami� f �k� imeet sim�
metriqnoe raspredelenie dl� l�bogo k � N� i� takim obrazom�
podprostranstvo Z�

X�s zamknuto�
Opredelim posledovatel�nost� fLngn�� line�nyh operatorov�

de�stvu�wih iz Z�
X�s v Y ���P��

�Lnf��w�� w�� � � � � 	�
nX

k��

f �k��wk�� f � Z�
X�s� n � N�

gde f �k��x� � f�x 
 k � �� �x � ��� ��� i ���P� �
Q�

k��
���� ��� �k� 
�k �

mera Lebega na ��� ���� Zametim� qto vvidu uslovi� X � Y ime�t
mesto vlo�eni� Ln�Z

�
X�s� � Y ���P� dl� ka�dogo n � �� Bolee

togo� suwestvuet taka� konstanta C� 	 �� qto dl� vseh n � �� �� � � �
i f � Z�

X�s vypolneno

kLnfkY ���P� � n max
k������ �n

kf �k�kY � C�nkf
�
�
����kX � C�nkfkZ�

X
�
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Takim obrazom� operatory Ln �n � �� ograniqeny� Po uslovi�
r�d

P�
k��f

�k��wk� shodits� P�p�v� na �� i ego summa prinadle�it
prostranstvu Y � Sledovatel�no� vvidu predlo�eni� �� na s� � v
��� na�dets� konstanta C�Y � 	 � taka�� qto dl� vseh f � Z�

X�s

sup
n��������

kLnfkY ���P� � C�Y �

����
�X
k��

f �k��wk�

����
Y

�

Tem samym posledovatel�nost� operatorov fLngn��� oprede�
lennyh na banahovom prostranstve Z�

X�s� potoqeqno ograniqe�
na� i� znaqit� vvidu principa ravnomerno� ograniqennosti�
supn�� kLnkZ�

X
�Y � �� Inaqe govor�� suwestvuet taka� posto�

�nna� C� 	 �� qto ����
nX

k��

f �k��wk�

����
Y ���P�

� C�kfkZ�
X

dl� vseh n � N i f � Z�
X�s� Primen�� ewe raz predlo�enie �� na

s� � v ���� zakl�qaem� qto����
�X
k��

f �k��wk�

����
Y ���P�

� C�C�Y �kfkZ�
X
�

Tak kak poslednee neravenstvo �kvivalentno sootnoxeni� 
������
to lemma dokazana� �

Dokazatel�stvo teoremy 	��� De�stvu� standartnym obrazom�
my primenim simmetrizaci�� Pust� ff �kg

n
k�� � posledovatel��

nost� nezavisimyh kopi� s�v� fk� t�e� f �k
d
� fk �k � �� �� � � �� n�� i�

krome togo� hk 	� fk � f �k �k � �� � � � � n�� Togda fhkgnk�� � posle�
dovatel�nost� nezavisimyh simmetriqno raspredelennyh s�v�� i
vvidu predlo�eni� �� na s� � v �������

nX
k��

fk

����
Y

� C�Y �

����
nX

k��

hk

����
Y

�

Tak kak

�
n
t 	 � 	

nX
k��

jhk�t�j 	 x
o
� ��

n
t 	 � 	

nX
k��

jfk�t�j 	 x
o
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dl� vseh x � �� to v sluqae �i� neravenstvo 
���� �vl�ets� nepo�
sredstvennym sledstviem predlo�eni� ��� i lemmy ����

Esli vypolneno �ii�� to to �e rassu�denie pokazyvaet� qto su�
westvuet konstanta C 	 � taka�� qto dl� ka�do� posledovatel��
nosti ffkgnk�� 	 X nezavisimyh s�v� s nulevym srednim verno
neravenstvo ����

nX
k��

fk

����
Y ��

� C

����
nX

k��

fk

����
Z�
X

�

Dl� zaverxeni� dokazatel�stva ostaets� zametit�� qto vvidu po�
r�dkovo� polunepreryvnosti normy v Y poslednee sootnoxenie
�kvivalentno neravenstvu 
����� �

Zameqanie 	�
� Kak u�e govorilos� vo Vvedenii� teorema ���
usilivaet sootvetstvu�wu� qast� teoremy � v ��� v sluqae nor�
mirovannyh prostranstv� V qastnosti� rassmotrim prostran�
stva Orliqa ExpLp 	� LNp � gde

Np�t� 	� et
p

�


�	p�X
k��

tkp

k�
�t � ���

Zametim� qto ExpLp � K� esli � � p � � 
sm� ��� �� ili ����� i�
sledovatel�no� teorema ��� primenima k takim prostranstvam�
Naprotiv� tak kak dl� l�byh q � ����� i p � ����� Lq �� ExpLp�
to teorema � v ��� v �tom sluqae ne 	rabotaet
�

Va�no ukazat�� qto v sluqae� kogda norma v Y por�dkovo po�
lunepreryvna� spravedlivo tak�e i obratnoe utver�denie� Toq�
nee� primenenie teoremy ���� a tak�e akkuratny� analiz dokaza�
tel�stva teoremy ��� v ��� privod�t k sledu�wemu rezul�tatu�

Teorema 	��� Pust� X i Y 	 s�p� na ��� ��� X � Y i norma v Y po�
r�dkovo polunepreryvna� Togda sledu�wie uslovi� 
kvivalentny�

�i� operator K ograniqenno de�stvuet iz X v Y 


�ii� suwestvuet taka� konstanta C 	 �� qto neravenstvo

����
nX

k��

fk

����
Y

� C

����
nX

k��

fk

����
X


�����
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verno dl� ka�do� posledovatel�nosti ffkgnk�� � X nezavisi�
myh� simmetriqno i odinakovo raspredelennyh funkci�� udo�
vletvor��wih uslovi��

nX
k��

��ffk �� �g� � �� 
�����

Kak pokazano v rabote ��� 
sm� tak�e ��� s� ���������� ne�
ravenstvo Hinqina vypolneno v s�p� X togda i tol�ko togda�
kogda X soder�it separabel�nu� qast� prostranstva Orliqa
expL� � LN� � N��t� 	� exp t���� V obwe� situacii� kogda rassma�
trivaets� klass vseh posledovatel�noste� nezavisimyh funkci�
so srednim �� podobnogo 	minimal�nogo
 s�p� u�e net� Toqnee�
spravedlivo sledu�wee utver�denie� v opredelennom smysle
obratnoe k utver�deni� pervo� qasti teoremy � v ����

Sledstvie 	��� Predpolo�im� qto s�p� E obladaet sledu�wim
svo�stvom� dl� l�bogo maksimal�nogo s�p� X � E suwestvuet po�
sto�nna� C 	 � taka�� qto neravenstvo �
���� verno v sluqae
Y � X dl� ka�do� posledovatel�nosti ffkgnk�� � X nezavisi�
myh� simmetriqno i odinakovo raspredelennyh funkci�� udovle�
tvor��wih uslovi� �
����� Togda E soder�it Lp dl� nekotoro�
go p � ������

Dokazatel�stvo� Dostatoqno primenit� teoremu ��� vmeste so
sledstvi�mi ��� i ��� iz ���� �

x�� Izomorfizmy me	du simmetriqnymi

prostranstvami na ��� �� i �����

V posledne� qasti raboty my primenim teoremu ��� k izuqe�
ni� voprosa o tom� soder�it li dannoe s�p� na koneqnom interva�
le podprostranstvo� izomorfnoe nekotoromu s�p� na poluosi� Ob�
wa� problema izomorfizma me�du s�p� na ��� �� i na ����� 
iny�
mi� ne�eli Lp�prostranstva� vpervye byla postavlena v �����
�tot i drugie blizkie voprosy intensivno izuqalis� v ��� 
sm�
tak�e ���� na osnove podhoda� ispol�zu�wego konstrukci� sto�
hastiqeskogo integrala otnositel�no simmetrizovannogo puas�
sonovskogo processa� Nax podhod tehniqeski prowe zametim�
qto analogiqnye rassu�deni� primen�lis� ranee v rabote ����
v special�nom sluqae prostranstv Lorenca Lp�q� Perva� qast�
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sledu�we� teoremy usilivaet ranee imevxies� rezul�taty ob
izomorfnom vlo�enii nekotorogo s�p� na poluosi v dannoe s�p� X
na ��� ��� zamen�� uslovie netrivial�nosti ni�nego indeksa Bo��
da X na bolee slaboe uslovie ograniqennosti operatora K� Vto�
ra� qast� teoremy horoxo izvestna 
sm� ��� x�� ili ��� s� ������
no naxe dokazatel�stvo ee 
osnovannoe na teoreme ���� namnogo
prowe�

Teorema ���� Pust� X 	 s�p� na ��� ���

�i� Esli operator K ograniqenno de�stvuet v X� to X soder�
�it podprostranstvo� izomorfnoe s�p� Z�

X 


�ii� Esli indeksy Bo�da X netrivial�ny� t� e� � � �X � 
X � ��
to prostranstva X i Z�

X izomorfny�

Dokazatel�stvo� Opredelim na prostranstve Z�
X line�ny� ope�

rator

Qf�t� ��� ��� � � � � �

�
�X
k��

fk��k�rk�t�� gde fk��k� � f�k � � 
 �k� �k � �� �� � � ���

Po teoreme ���� operator Q ograniqenno de�stvuet iz Z�
X v pro�

stranstvo X�� � ��� ���� gde � � ��� ��� s mero�
Q�
k���k 
kak i

ranee� �k � mera Lebega�� Krome togo� vvidu 	legko�
 qasti te�
oremy � v ��� 
leva� qast� neravenstva 
�� v to� teoreme ver�
na dl� l�bogo s�p� X�� suwestvuet konstanta c 	 � taka�� qto
kQfkX���
����� � ckfkZ�

X
� Tem samym� obraz ��Q� operatora Q izo�

morfen prostranstvu Z�
X � Tak kak prostranstva X i X��� ��� ���

izomorfny� to qast� �i� dokazana�
Pere�dem k dokazatel�stvu qasti �ii�� Pre�de vsego� zametim�

qto iz uslovi� �X 	 � vytekaet ograniqennost� operatora K v
X ��� teorema �� s� ���� Poka�em� qto obraz ��Q� operatora Q�
sosto�wi� iz vseh funkci� g � X��� ��� ���� predstavimyh v vide
summy r�da

g�t� ��� ��� � � � � �
�X
k��

gk��k�rk�t��

kotory� shodits� p�v� na �� ��� ��� pri uslovii netrivial�nosti
indeksov Bo�da dopoln�em v prostranstve X�� � ��� ����
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Opredelim na L��� � ��� ��� posledovatel�nost� uslovnyh ma�
tematiqeskih o�idani�

E�gj�k���k� 	�

	�

�Z
�

� � �

�Z
�

g�t� ��� ��� � � � �dtd�� � � �d�k��d�k
� � � � �k � ���

a tak�e proektor

Pg�t� ��� ��� � � � � 	�
�X
k��

E�grk j�k�rk�t��

Doka�em� qto proektor P ograniqen v Lp�� � ��� ��� � Lp dl�
vseh � � p � �� Rassmotrim ��algebru F 	� fF � ��� �� 	 F 	
� � izmerimog podmno�estv prostranstva �� ��� ��� Zametim� qto
ka�doe uslovnoe matematiqeskoe o�idanie E��j�k � �k � �� mo�no
poluqit� kak proizvedenie uslovnyh matematiqeskih o�idani�
E��jAk�E��jBk�� gde ��algebry Ak i Bk poro�da�ts� seme�stvami
mno�estv

Ak 	�
n �Y
j��

Cj 	 Cj � proizvol�noe izmerimoe podmno�estvo

otrezka ��� ��� esli j � k� Cj � ��� ��� esli j 	 k
o

i

Bk 	�
n �Y
j��

Cj 	 Cj � proizvol�noe izmerimoe podmno�estvo

otrezka ��� ��� esli j � k� Cj � ��� ��� esli j � k
o
�

sootvetstvenno� Primen�� teper� neravenstvo Hinqina� zatem
dva�dy teoremu Ste�na dl� uslovnyh matematiqeskih o�ida�
ni� ���� i� nakonec� ewe raz neravenstvo Hinqina� poluqim

kPfkLp���
����� �

����
� �X
k��

�E�frk j�k��
�

	�	�����
Lp���

�

� Cp

����
� �X
k��

�E�frk jF��
�

	�	�����
Lp���

�

����
�X
k��

E�frk jF�rk

����
Lp���
�����

�
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Tak kak

�X
k��

E�frk jF����� ��� ���rk�t� �
�X
k��

�Z
�

f�u� ��� ��� ���rk�u� du � rk�t��

to 
sm�� naprimer� ��� s� ����� dl� ka�dogo p � ����� suwestvuet
posto�nna� C�

p �� taka�� qto

�Z
�

jPf�t� ��� ��� � � ��j
pdt�C�

p

�Z
�

jf�t� ��� ��� � � � �j
pdt� �f �Lp�� � ��� ����

Posle integrirovani� poslednego neravenstva po � my polu�
qaem� qto proektor P ograniqen v Lp�� � ��� ��� �� � p � ���
Iz interpol�cionno� teoremy Bo�da ��� teorema ��b���� sledu�
et togda� qto proektor P ograniqen v X�� � ��� ���� Krome togo�
legko videt�� qto ��P � � ��Q�� Sledovatel�no� obraz ��Q� ope�
ratora Q 
kotory� vvidu u�e dokazanno� pervo� qasti teoremy
izomorfen Z�

X� dopoln�em v X�� � ��� ��� � X� S drugo� storo�
ny� oqevidno� prostranstvo X izomorfno dopoln�emomu podpro�
stranstvu prostranstva Z�

X � Tak kak prostranstvo X � X 
so�
otvetstvenno� Z�

X � Z�
X� izomorfno X 
sootvetstvenno Z�

X�� to
v itoge� primen�� metod dekompozicii Pelqinskogo ��� s� �����
poluqaem izomorfnost� prostranstv X i Z�

X � �

V zakl�qenie ustanovim tesnu� sv�z� me�du stohastiqeskim
integralom Puassona� kl�qevym sredstvom v konstrukci�h iz
��� x�� i ��� x��f�� i operatorom K� igra�wim central�nu� rol�
v naxih dokazatel�stvah�

Polnoe i detal�noe opredelenie operatora T stohastiqesko�
go integrirovani� otnositel�no simmetrizovannogo processa
Puassona mo�no na�ti v ��� s� ��������� My zdes� ograniqims�
qastnym sluqaem� kogda funkci� f opredelena na ��� ��� Polo�im�
Tf � T �f � T ��f � gde

T �f�u� v� 	�
�X
k��

�
F �
k

�u�
kX
j��

f���j�v�� �u� v � ��� ����

Zdes� fF �
kgk�� � razbienie otrezka ��� �� na poparno diz��nktnye

podmno�estva� ��F �
k� �

�
e�k	 � k � �� �� �� � � �� a f��jg

�
j�� � posledova�

tel�nost� nezavisimyh s�v�� ravnomerno raspredelennyh na ��� ���
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Podobnym obrazom opredel�ets� i funkci� T ��f � pri �tom soot�
vetstvu�wie posledovatel�nosti fF ��

k gk�� i f���j g
�
j�� nezavisimy

otnositel�no posledovatel�noste� fF �
kgk�� i f��jg

�
j��� sootvet�

stvenno� Takim obrazom� funkcii T �f i T ��f odinakovo raspre�
deleny i nezavisimy�

V ��� x�� 
sm� tak�e ��� x��f�� dokazano� qto operator T ogra�
niqenno de�stvuet iz Z�

X v X� esli �X 	 ��
V sledu�we� teoreme tot �e rezul�tat poluqen pri bolee

slabom predpolo�enii o prostranstve X�

Teorema ���� Esli X 	 s�p� na ��� ��� kotoroe separabel�no ili mak�
simal�no� to operator T ograniqen iz Z�

X v X togda i tol�ko to�
gda� kogda operator K ograniqen v X�

Dokazatel�stvo� Dl� l�bo� s�v� f na ��� ��� posledovatel�nost�
ff���j�g

�
j�� iz opredeleni� operatora T sostoit iz nezavisimyh

s�v�� ime�wih to �e raspredelenie� qto i s�v� f � Sledovatel��
no 
sm� opredelenie operatora K� v x��� T �f

d
� Kf � i po�tomu

kT �fkX � kKfkX � Bolee togo� vvidu nezavisimosti s�v� T �f i
T ��f �

�f�u� v� 	 jTf�u� v�j 	 �g � �f�u� v� 	 jT �f�u� v�j 	 � i u � F ��
� g �

� e���f�u� v� 	 jT �f�u� v�j 	 �g�

i� takim obrazom� tak kak dl� l�bogo s�p� spravedliva ocenka
k�tkX�X � max��� t� ���� glava �� sledstvie ���� s� ����� to

kKfkX � kT �fkX � k�ekX�XkTfkX � ekTfkX �

Itak� esli operator T 	 Z�
X � X ograniqen� to ograniqen i

operator K 	 X � X�
Naoborot� predpolo�im� qto operator K 	 X � X ograniqen�

Esli s�v� f opredelena na ��� ��� to po predyduwemu

kTfkX � kT �f � T ��fkX � �kKfkX � 
����

Pust� teper� funkci� f � Z�
X proizvol�na� Tak kak operatory

T � i T �� polo�itel�ny� to my mo�em predpolo�it�� qto s�v� f
neotricatel�na� Oboznaqim fn 	� f��n���n� �n � �� �� � � ��� Legko
videt�� qto suwestvu�t posledovatel�nosti fgng

�
n�� i fhng

�
n��

takie� qto fn � gn 
 hn� gnhn � � i
nR

n��

gn�t� dt �
nR

n��

hn�t� dt �n �




� S	 V	 ASTAXKIN� F	 A	 SUKOQEV

�� �� � � ��� Po�tomu� esli f �n 	� gn�hn� to jf �nj � fn i
nR

n��

f �n�t� dt � ��

n � �� �� � � � �
Dalee� pust� fbng�n�� � posledovatel�nost� nezavisimyh kopi�

s�v� f �n �n � �� �� � � � � n� na ��� �� 
t�e� bn
d
� f �n�� Po teoreme ��� my

imeem ����
nX

k��

bk

����
X

� C

����
nX

k��

f �k

����
Z�
X

� C

����
nX

k��

fk

����
Z�
X

� 
����

Krome togo� iz opredeleni� operatora T ��� s� ���� sleduet� qto
fTfng�n�� i fTbng�n�� � dve posledovatel�nosti nezavisimyh sim�
metriqno raspredelennyh s�v�� a tak�e� qto Tfn i Tbn odinakovo
raspredeleny dl� l�bogo n � �� �� � � � � Sledovatel�no� primen��
teoremu ����� na s� ��� v ����� my poluqaem����

nX
k��

Tbk

����
X

�

����
nX
k��

Tfk

����
X

� n � �� �� � � � �

Takim obrazom� vvidu formul 
���� i 
����� a tak�e ograniqen�
nosti operatora K v prostranstve X� imeem����T�

nX
k��

fk

�����
X

�

����
nX

k��

Tfk

����
X

�

����
nX

k��

Tbk

����
X

�

�

����T�
nX

k��

bk

�����
X

� �

����K�
nX

k��

bk

�����
X

� �kKkX�X

����
nX

k��

bk

����
X

�

� �kKkX�XC

����
nX

k��

fk

����
Z�
X

� �kKkX�XCkfkZ�
X
�

Tak kak prostranstvo X separabel�no ili maksimal�no� to� pri�
men�� standartnye rassu�deni�� zakl�qaem ots�da� qto opera�
tor T 	 Z�

X � X ograniqen� �

Iz teoremy ��� i teoremy ��f���i� v ��� vytekaet sledu�wi�
rezul�tat�

Sledstvie ��	� Esli s�p� X separabel�no ili maksimal�no i X �
K� to obraz operatora stohastiqeskogo integrirovani� otno�
sitel�no simmetrizovannogo processa Puassona izomorfen pro�
stranstvu Z�

X �
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This paper compares sequences of independent mean zero random vari�

ables in a rearrangement invariant space X on ��� �� with sequences of
disjoint copies of individual terms in the corresponding rearrangement
invariant space Z�

X on ������ Principal results of the paper show that
these sequences are equivalent in X and Z�

X respectively if and only if X
possesses the �so�called� Kruglov property� We also apply our technique
to complement well�known results concerning isomorphism between re�
arrangement invariant spaces on ��� �� and ������
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