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1. Введение. Одной из центральных в теории интерполяции операторов
[1] остается проблема интерполяции подпространств, упомянутая еще в моно-
графии Лионса и Мадженеса [2]. Ни в коей мере не претендуя на полноту,
упомянем здесь работы [3]–[12], в которых изучались ее различные аспекты.
Важным частным случаем этой проблемы является задача интерполяции пе-
ресечений, которую для вещественного метода интерполяции (определения см.
ниже) можно сформулировать следующим образом. Пусть (X0, X1) — банахо-
ва пара, т. е. два банаховых пространства, линейно и непрерывно вложенных
в отделимое линейное топологическое пространство T . Если N — линейное
подпространство пространства T , то оно порождает нормированную (вообще
говоря, не банахову) пару (X0 ∩N,X1 ∩N), где норма в Xi ∩N является суже-
нием нормы пространства Xi (i = 0, 1). Спрашивается, при каких условиях на
тройку (X0, X1, N) и параметры вещественного метода интерполяции θ ∈ (0, 1)
и q ∈ [1,∞] выполнено следующее естественное равенство (по составу элементов
с эквивалентностью норм):

(X0 ∩N,X1 ∩N)θ,q = (X0, X1)θ,q ∩N ? (1)

Мы будем рассматривать ситуацию, когда N — ядро линейного функциона-
ла ψ ∈ (X0 ∩ X1)∗ . В этом случае равенство (1) означает просто эквивалент-
ность норм пространств Nθ,q = (X0 ∩ N,X1 ∩ N)θ,q и Xθ,q = (X0, X1)θ,q на
подпространстве N . В работах [13], [14] и независимо в [15] были введены четы-
ре индекса, связанные с функционалом ψ как элементом суммы сопряженных
пространств X∗

0 + X∗
1 . С их помощью удалось получить ответ при некотором

дополнительном условии. В этой заметке мы анонсируем результаты, в которых
это условие снято за счет введения еще двух аналогичных индексов. Тем самым
здесь получено полное и окончательное решение рассматриваемой задачи.

Важный частный случай описанной задачи был рассмотрен в работе Круг-
ляка, Малигранды и Перссона [16]. При некоторых дополнительных предполо-
жениях в ней были найдены условия на θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞) и весовые функции
w0(x) и w1(x), при которых выполнено равенство

(Lp(w0) ∩N,Lp(w1) ∩N)θ,p = (Lp(w0), Lp(w1))θ,p ∩N, (2)

где Lp(w) — весовое Lp -пространство на (0,∞) с обычной нормой, а N — линей-
ное пространство всех функций f : (0,∞)→R , таких, что

∫ ∞
0
f(x) dx=0. Там же

была поставлена аналогичная задача для более общей пары (Lp0(w0), Lp1(w1)).
Используя теоремы 1 и 2 настоящей заметки, нетрудно получить решение этой
задачи; в конце работы будет сформулирован один из результатов в этом на-
правлении (подробнее см. [14]).
2. Определения и обозначения. Для нормированной пары (X0, X1) и

t > 0 определим K -функционал Петре

K (t, x;X0, X1) = inf
x=x0+x1,xi∈Xi

(‖x0‖X0 + t‖x1‖X1), x ∈ X0 +X1.
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Если 0 < θ < 1 и 1 � q < ∞, то интерполяционное пространство Xθ,q =
(X0, X1)θ,q вещественного метода состоит из всех x ∈ X0 +X1 , таких, что

‖x‖Xθ,q
=

{∫ ∞

0

(t−θK (t, x : X0, X1))q
dt

t

}1/q

<∞.

Можно дать и другое определение этого пространства (с эквивалентной нор-
мой), используя J -функционал

J (t, x;X0, X1) = max(‖x‖X0 , t‖x‖X1), x ∈ X0 ∩X1.

А именно, Xθ,q состоит из всех x∈X0+X1 , представимых в виде x =
∑
k∈Z

2θkxk
(сходимость в X0 +X1), с нормой

inf
{∑
k∈Z

(J (2k, xk;X0, X1))q
}1/q

, (3)

где нижняя грань берется по всевозможным представлениям элемента x ука-
занного вида.

Если X0∩X1 всюду плотно в X0 и в X1 , а ψ ∈ (X0∩X1)∗ , то можно рассмот-
реть банахову пару сопряженных пространств (X∗

0 , X
∗
1 ) и ψ ∈ X∗

0 +X∗
1 [1, §3.7].

Важную роль в дальнейшем играет K -функционал k(t) = K (t, ψ;X∗
0 , X

∗
1 ), а

также функции

M (t) = sup
s>0

k(ts)
k(s)

, M0(t) = sup
0<s�min(1,1/t)

k(ts)
k(s)

, M∞(t) = sup
s�max(1,1/t)

k(ts)
k(s)

.

Они полумультипликативны при t > 0; поэтому существуют числа

α = lim
t→0

log2M (t)
log2 t

, α0 = lim
t→0

log2M0(t)
log2 t

, α∞ = lim
t→0

log2M∞(t)
log2 t

,

β = lim
t→∞

log2M (t)
log2 t

, β0 = lim
t→∞

log2M0(t)
log2 t

, β∞ = lim
t→∞

log2M∞(t)
log2 t

,

называемые индексами растяжения функции k(t). Легко видеть, что 0 � α �
α0 � β0 � β � 1 и 0 � α � α∞ � β∞ � β � 1.
3. Основные результаты. Предположим, что (X0, X1) — банахова пара,

такая, что X0 ∩ X1 всюду плотно в X0 и в X1 . Пусть ψ ∈ (X0 ∩ X1)∗ , ψ �= 0,
N = Kerψ и Ni — пространство N , рассматриваемое с нормой пространства
Xi (i = 0, 1).
Теорема 1. Нормы интерполяционных пространств Nθ,q = (N0, N1)θ,q и

Xθ,q = (X0, X1)θ,q эквивалентны на N тогда и только тогда, когда

θ ∈ (0, α) ∪ (β∞, α0) ∪ (β0, α∞) ∪ (β, 1). (4)

При этом, если θ ∈ (0, α) ∪ (β0, α∞) ∪ (β, 1), то Nθ,q = (N0, N1)θ,q всюду
плотно в Xθ,q = (X0, X1)θ,q , а если θ ∈ (β∞, α0), то Nθ,q всюду плотно в
некотором подпространстве коразмерности 1 пространства Xθ,q .
Замечание 1. Ввиду неравенств α0 � β0 и α∞ � β∞ непустым может быть,

самое большее, лишь один из интервалов (β0, α∞) и (β∞, α0).
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Иную формулировку теоремы 1 можно дать, используя следующее опреде-
ление из [15]. Сохраняя прежние обозначения и условия, определим Xθ,q,ψ как
множество всех x ∈ X0 +X1 , допускающих представление вида

x =
∑
k∈Z

2θkxk, xk ∈ N (сходимость в X0 +X1), (5)

с нормой (3), где нижняя грань берется по представлениям вида (5).
Теорема 2. Для того чтобы пространство Xθ,q,ψ было замкнуто в про-

странстве Xθ,q = (X0, X1)θ,q , необходимо и достаточно выполнение усло-
вия (4).
При этом, если θ ∈ (0, α) ∪ (β0, α∞) ∪ (β, 1), то Xθ,q,ψ = Xθ,q , а если

θ ∈ (β∞, α0), то Xθ,q,ψ = Xθ,q ∩ Ker ψ̃, где ψ̃ — непрерывное продолжение
функционала ψ на пространство Xθ,q .
Замечание 2. Теорема 2 является усилением предложения 5.6 из работы

[15], где дополнительно предполагалось, что β∞ � α0 .
Замечание 3. Так же, как и в [13]–[15], в доказательстве мы используем

идею сведения задачи интерполяции пересечений к изучению оператора сдвига
в некотором весовом lq -пространстве последовательностей. Впервые она была
применена Ивановым и Калтоном [10] для сравнения интерполяционных про-
странств (X0, X1)θ,q и (N0, X1)θ,q , где ψ ∈ X∗

0 и N0 = Kerψ. Этот случай явля-
ется частным по отношению к рассматриваемому здесь, и поэтому интерполя-
ционные результаты из [10] являются следствием теоремы 1 настоящей заметки
(см. [14] и [15]).

4. Об интерполяции пересечений весовых Lp-пространств, порож-
денных интегральнымфункционалом.Пусть w(x) — положительная изме-
римая на (0,∞) функция, 1 � p � ∞. Тогда, как обычно, Lp(w) — пространство
всех измеримых функций f : (0,∞) →R с нормой ‖f‖w,p= (

∫ ∞
0

|f(x)|pw(x) dx)1/p

(с естественной модификацией при p = ∞). Рассмотрим линейный функционал
ϕ(f) =

∫ ∞
0
f(x) dx с областью определения, состоящей из всех измеримых функ-

ций f : (0,∞) → R , таких, что
∫ b
a
|f(x)| dx <∞ для произвольных 0<a<b<∞

и существует lima→0,b→∞
∫ b
a
f(x) dx. Обозначим его ядро через N .

Предположим, что сужение функционала ϕ на пересечение Lp0(w0)∩Lp1(w1)
ограничено. Тогда, основываясь на теореме 1 и действуя так же, как в [14], мы
можем найти необходимые и достаточные условия, при которых выполнен ана-
лог равенства (2) для пары (Lp0(w0), Lp1(w1)) (уже без всяких ограничений на
индексы растяжения K -функционала Петре ϕ в паре (Lp0(w0)∗, Lp1(w1)∗)). Не
вдаваясь в подробности, приведем здесь лишь один наиболее просто формули-
руемый результат в случае p0 = p1 = 1. Пусть w(x) = w0(x)/w1(x), а w−1(x) —
функция, обратная к функции w(x).
Теорема 3. Пусть w0(x) возрастает, w1(x) убывает и limx→0 w(x) =

limx→∞ 1/w(x) = 0. Если α, β , α0 , β0 , α∞ и β∞ — индексы растяжения
функции k(t) = 1/(w0(w−1(1/t))), то равенство

(L1(w0) ∩N,L1(w1) ∩N)θ,q = (L1(w0), L1(w1))θ,q ∩N
верно тогда и только тогда, когда выполнено (4).
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Обычно коэффициенты Рака́ определяются для тензорных произведений ко-
нечномерных представлений полупростых групп Ли ([1], [2]). В дальнейшем это
определение переносилось на представления со старшим весом группы SL(2,R);
см. [3]. В этом случае спектр произведения дискретен, что позволяет определить
указанные коэффициенты «аналитическим продолжением по целочисленным
параметрам» из формул для конечномерного случая. В работе [5] указаны ко-
эффициенты Рака для трех представлений этой же группы в предположении,
что хотя бы два из них содержатся в дискретной серии.

В этой заметке в качестве обобщения коэффициентов Рака вводятся опера-
торы Рака для произвольной локально компактной группы с «хорошим» двой-
ственным пространством. Приводятся явные формулы для операторов Рака,
связанных с представлениями основной серии группы G = PSL(2,C) (тензор-
ные произведения этих представлений были изучены Наймарком [4]).
1. Операторы Рака. Введем основное определение.
Пусть G — локально компактная группа типа I и Ĝ — двойственное про-

странство. Пусть дано непрерывное поле гильбертовых пространств Hc и дей-
ствующих в них представлений Tc (Tc принадлежит классу эквивалентности
c ∈ Ĝ). Через δc обозначим меру Планшереля на Ĝ.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 05-01-0001.




