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1. Введение. В 1951 г. Яно доказал, что всякий линейный оператор T , опреде-
ленный на

⋃
p>1 Lp[0, 1] и при некотором α > 0 удовлетворяющий неравенствам( ∫ 1

0

|Tf(s)|p ds

)1/p

� C

(p − 1)α
( ∫ 1

0

|f(s)|p ds

)1/p

для всех p из какой-то правой полуокрестности точки 1 (C > 0 не зависит
от p), является ограниченным оператором из пространства Зигмунда L(logL)α
в пространство L1 [1; 2, с. 179–181]. Верно и двойственное утверждение: ес-
ли линейный оператор T ограничен в Lp для всех достаточно больших p и
‖T‖Lp→Lp

= O(pα) (p → ∞) при некотором α > 0, то T является ограниченным
оператором из L∞ в пространство ExpL1/α .

Позднее, в 90-е годы прошлого века, Яверс и Мильман предложили общие
подходы к рассмотрению аналогичных ситуаций, заложив тем самым основы аб-
страктной теории экстраполяции операторов [3–5]. Основная цель этой теории
заключается в изучении естественных предельных пространств, ассоциирован-
ных со шкалами пространств, а также оценок норм операторов, действующих в
них. Библиографию по теории экстраполяции и ее многочисленным приложениям
в анализе см. также в [3–5].

Используя сумму и пересечение семейств банаховых пространств в качестве
конструкций (экстраполяционных функторов), приводящих к построению пре-
дельных пространств, Яверс и Мильман доказали ряд соотношений, из которых
вытекают экстраполяционные теоремы об операторах, действующих в соответ-
ствующих пространствах. В частности, они получили следующую характериза-
цию экстраполяционных пространств, фигурирующих в теоремах Яно (см., на-
пример, [5, p. 22–23]):

∆1<p<∞(p−αLp) = ExpL1/α (α > 0) (1)

и
Σ1<p<∞((p − 1)−αLp) = L(logL)α (α > 0). (2)

Основная цель данной заметки состоит в том, чтобы показать возможность
восстановления, по крайней мере в случае шкалы Lp -пространств, не только
отдельных предельных пространств, но и соответствующих их естественным па-
рам интерполяционных функционалов. Благодаря этому удается ввести класс
экстраполяционных функторов, равномощный вещественному методу интерполя-
ции. Одновременно получены соотношения, более общие, чем (1) и (2), а также
дано новое описание симметричных пространств, «близких» к пространствам L∞
и L1 .

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением пространств функций, опреде-
ленных на [0, 1]. Обобщения и усиления теорем Яно в случае функций, заданных
на пространстве с σ-конечной мерой, см. в работах [6, 7].
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2. Экспоненциальные пространства Орлича и шкала Lp-пространств. Ба-
нахово пространство X измеримых функций, определенных на [0, 1], называется
симметричным, если из того, что g∗(t) � f∗(t) и f(t) ∈ X , следует, что g(t) ∈ X
и ‖g‖X � ‖f‖X . Здесь и далее f∗(t) — невозрастающая перестановка функции
|f(t)| [8, с. 83].

Для любого симметричного пространства X имеют место непрерывные вложе-
ния L∞ ⊂ X ⊂ L1 , где, как обычно, норма в L∞ — это ‖f‖∞ = ess sups∈[0,1] |f(s)|
[8, с. 124–126].

Важный пример симметричных пространств — пространства Орлича. Если
N(t) — функция Орлича, т. е. возрастающая выпуклая функция на [0,∞), N(0)
= 0, то норма в пространстве Орлича LN определяется следующим образом:

‖f‖LN
= inf

{
u > 0 :

∫ 1

0

N

( |f(t)|
u

)
dt � 1

}
.

В случае N(t) = tp (1 � p < ∞) мы получаем обычные Lp -пространства,
‖f‖p = (

∫ 1

0
|f(t)|p dt)1/p . В дальнейшем нас будут интересовать экспоненциаль-

ные пространства Орлича ExpLΦ = LNΦ , где NΦ(u) = eΦ(u) − 1, а Φ(u) —
функция Орлича. Как известно [9, 10], норма в ExpLΦ эквивалентна норме в
пространстве Марцинкевича M (ϕ),

‖f‖M(ϕ) = sup
0<t�1

∫ t

0
f∗(s) ds

ϕ(t)
,

построенном по вогнутой функции ϕ(u) = uΦ−1(ln(1 + 1/u)). Отсюда, в част-
ности, следует, что ExpLΦ = Λ(ϕ)∗ [8, с. 152–154], где Λ(ϕ) — пространство
Лоренца, ‖f‖Λ(ϕ) =

∫ 1

0
f∗(s) dϕ(s). Для Φ(u) = uα (α � 1) получаем хорошо

известные пространства Зигмунда ExpLα и L(logL)1/α соответственно [11].
Пусть Xk (k = 1, 2, . . . ) — банаховы пространства, линейно и непрерывно

вложенные в линейное топологическое пространство T. Тогда их пересечением
называют банахово пространство ∆∞

k=1Xk , состоящее из всех x ∈ ⋂∞
k=1 Xk , для

которых ‖x‖ = supk=1,2,... ‖x‖Xk
< ∞. Предположим дополнительно, что суще-

ствует банахово пространство X0 , вложенное в T, со следующим свойством:
Xk ⊂ X0 (k = 1, 2, . . . ) с константой 1. Тогда сумма

∑∞
k=1 Xk определяется

как множество всех x ∈ X0 , представимых в виде x =
∑∞

k=1 xk (xk ∈ Xk ), где∑∞
k=1 ‖xk‖Xk

< ∞. Это пространство становится банаховым, если ввести на нем
норму ‖x‖ = inf∑∞

k=1 ‖xk‖Xk
, где нижняя грань берется по всевозможным пред-

ставлениям x. И наконец, если X — банахово пространство и b > 0, то bX —
это пространство X с нормой ‖x‖bX = b ‖x‖X .

ТЕОРЕМА 1. Для произвольной функции Орлича Φ справедливы следующие
равенства (с эквивалентностью норм):

∆∞
j=1

(
1

Φ−1(2j)
L2j

)
= ExpLΦ, (3)

Σ∞
j=1(Φ

−1(2j)L1+2−j ) = Λ(ϕ). (4)
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В случае Φ(u) = u1/α (0 < α � 1) равенства (3) и (4) переходят в дискретные
аналоги равенств (1) и (2) соответственно.
3. Выражение интерполяционных функционалов пар (L∞, Exp LΦ) и

(L1, Λ(ϕ)) через Lp-нормы. В теории интерполяции операторов [8, 12, 13] важ-
ную роль играют K- и J-функционалы Петре, которые для произвольной пары
(X0, X1) и t > 0 определяются следующим образом:

K (t, x;X0, X1) = inf{‖x0‖X0 + t‖x1‖X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1},

J(t, x;X0, X1) = max{‖x‖X0 , t‖x‖X1}.

Соотношения (3) и (4) показывают, что пространства ExpLΦ и Λ(ϕ) являются
предельными для шкалы Lp -пространств. То же можно сказать и о пространствах
L∞ и L1 , так как

∆∞
j=1L2j = L∞ и Σ∞

j=1L1+2−j = L1. (5)

Аналогичное экстраполяционное описание имеет место и для интерполяци-
онных функционалов пар (L∞,ExpLΦ) и (L1,Λ(ϕ)) (символ � будет означать
существование двусторонних неравенств с константами, зависящими только от
функции Орлича Φ).

ТЕОРЕМА 2. Если Φ — произвольная функция Орлича, то для любых f ∈
ExpLΦ и k = 1, 2, . . .

K (2k, f ;L∞,ExpLΦ) � ‖f‖∆∞
j=k(2k−jLΦ(2j))

= sup
j�k
(2k−j‖f‖Φ(2j)).

ТЕОРЕМА 3. Если Φ — произвольная функция Орлича, то J(2−k, g;L1,Λ(ϕ))
� ‖g‖Uk

, где Uk = Σj�k(2j−kLrj
), rj = 1 + [Φ(2j)]−1 , для любых g ∈ Λ(ϕ) и

k = 1, 2, . . . .
Заметим, что ввиду вложений L∞ ⊂ ExpLΦ и Λ(ϕ)⊂L1 с константой 1 имеют

место равенства K (t, f ;L∞,ExpLΦ) = t ‖f‖ExpLΦ (0 < t � 1) и J(t, g;L1,Λ(ϕ))
= t ‖g‖Λ(ϕ) (t � 1).
4. Экстраполяционные функторы на шкале Lp-пространств и веществен-

ный метод интерполяции. Если E — банахова решетка двусторонних после-
довательностей вещественных чисел, то решетка E(2−k) состоит из всех a =
(ak)∞k=−∞ , таких, что (ak2−k)∞k=−∞ ∈ E и ‖a‖E(2−k) = ‖(ak2−k)‖E .

Далее, ∆(�l∞) = l∞ ∩ l∞(2−k), Σ(�l∞) = l∞ + l∞(2−k), ∆(�l1) = l1 ∩ l1(2−k),
Σ(�l1) = l1 + l1(2−k) и ek = (ekj ), ekk = 1, ekj = 0 (j 
= k), k = 0,±1,±2, . . . .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть Φ — функция Орлича, а F — банахова решетка дву-
сторонних последовательностей, ∆(�l∞) ⊂ F ⊂ Σ(�l∞). Тогда множество LK

Φ,F

состоит из всех измеримых на [0, 1] функций f , для которых последовательность
af = Σ∞

k=0‖f‖Φ(2k)e
k принадлежит F .

Норма ‖f‖L K
Φ,F

= ‖af‖F превращает LK
Φ,F в симметричное пространство. Так

как ввиду (3) и первого равенства из (5) LK
Φ,l∞ = L∞ и LK

Φ,l∞(2−k) = ExpLΦ ,

то L∞ ⊂ LK
Φ,F ⊂ ExpLΦ .
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Φ — функция Орлича, а G — банахова решетка дву-
сторонних последовательностей, ∆(�l1) ⊂ G ⊂ Σ(�l1). Обозначим через L

J
Φ,G мно-

жество всех измеримых на [0, 1] функций g , таких, что существует представле-
ние g =

∑∞
k=1 gk (сходимость в L1), gk ∈ Lrk

, rk = 1 + [Φ(2k)]−1 , такое, что∑∞
k=1 ‖gk‖rk

e−k ∈ G.

Тогда L
J
Φ,G — симметричное пространство с нормой

‖g‖
L

J
Φ,G

= inf
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

‖gk‖rk
e−k

∥∥∥∥
G

,

где нижняя грань берется по всем представлениям функции g указанного вида.
Так как ввиду (4) и второго из равенств (5) L

J
Φ,l1

= L1 и L
J

Φ,l1(2−k)
= Λ(ϕ), то

Λ(ϕ) ⊂ L
J
Φ,G ⊂ L1 .

Введенные конструкции пространств LK
Φ,F и L

J
Φ,G можно рассматривать как

экстраполяционные функторы на шкале Lp -пространств [3–5], значения кото-
рых можно найти, рассматривая соответствующие функторы вещественного ме-
тода интерполяции. Пусть E — банахова решетка двусторонних числовых по-
следовательностей. Если (X0, X1) — произвольная банахова пара, то простран-
ство K-метода (X0, X1)KE состоит из всех x ∈ X0 + X1 , для которых ‖x‖ =
‖(K (2j, x;X0, X1))j‖E < ∞. В пространство J-метода (X0, X1)

J
E входят все

x ∈ X0+X1 , допускающие представление x =
∑∞

j=−∞ uj (сходимость в X0+X1),

где uj ∈ X0 ∩ X1 . Норма в (X0, X1)
J
E полагается равной

inf
{uj}

‖(J(2j, uj;X0, X1))j‖E,

где нижняя грань берется по всем последовательностям {uj}∞j=−∞ , для которых
имеет место указанное представление.

Предположим, что E ⊃ ∆(�l∞) (соответственно {0} 
= E ⊂ Σ(�l1)). Тогда отоб-
ражение (X0, X1) �→ (X0, X1)KE (соответственно (X0, X1) �→ (X0, X1)

J
E ) опре-

деляет интерполяционный функтор [13]. В частности, отсюда следует, что про-
странство (X0, X1)KE интерполяционно относительно банаховой пары (X0, X1)
(т. е. любой линейный оператор, ограниченный в X0 и X1 , ограничен также
в (X0, X1)KE ) (аналогичное утверждение справедливо для J-метода). Совокуп-
ность всех таких функторов называется вещественным K- (соответственно
J-)методом интерполяции. Важно отметить, что в случае K- (соответствен-
но J-)метода решетку E можно всегда считать интерполяционной относитель-
но пары �l∞ = (l∞, l∞(2−k)) (соответственно �l1 = (l1, l1(2−k))) [13, Corollaries
3.3.10, 3.4.6]. Будем называть E в таком случае параметром K- (соответственно
J-)метода интерполяции.

ТЕОРЕМА 4. Для произвольной функции Орлича Φ и любого параметра
K-метода F LK

Φ,F = (L∞,ExpLΦ)KF (с эквивалентностью норм).

Как уже говорилось во введении, ExpLΦ=M (ϕ), где ϕ(u) = uΦ−1(ln(1+1/u)).
Поэтому интерполяция в паре (L∞,ExpLΦ) описывается K-методом [14]. Это
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означает, что всякое пространство X , интерполяционное относительно нее, пред-
ставимо в виде X = (L∞,ExpLΦ)KF для некоторого параметра K-метода F . Тем
самым мы получаем

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть Φ — функция Орлича. Если X интерполяционно отно-
сительно пары (L∞,ExpLΦ), то существует параметр K-метода F , такой,
что X = LK

Φ,F .
Аналогичные результаты справедливы и в двойственной ситуации: для функ-

тора L
J
Φ,G и пары (L1,Λ(ϕ)).

ТЕОРЕМА 5. Для произвольной функции Орлича Φ и любого параметра
J-метода G L

J
Φ,G = (L1,Λ(ϕ))JG (с эквивалентностью норм).

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Φ — функция Орлича. Если Y интерполяционно от-
носительно пары (L1,Λ(ϕ)), то существует параметр J-метода G, такой,
что Y = L

J
Φ,G .
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В работе продолжается исследование вопроса о существовании (непостоянно-
го) первого интеграла у системы

ẋ = A sin z + C cos y, ẏ = B sinx+A cos z, ż = C sin y +B cosx, (1)




