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rf,{t) = s i g n s i n 2 ^ " 4 t (А: = 1,2, . . . ; 

— система функций Радемахера на / = [0,1]. Рассмотрим множество функций 
x(t) , нредставимых в виде 

<t) = J2ai,Mt)rjit) (tel). (1) 

Как и в случае рядов но системе Радемахера (см., например, [1, с. 148-150]), 
ряд (1) сходится почти всюду на / (т. е. существует предел его прямоугольных 
частичных сумм) тогда и только тогда, когда последовательность коэффици­
ентов а = (aij)i^j принадлежит /2-

Ортонормированная на / система {r^r j l i^ j , в отличие от системы Раде­
махера, состоит из функций, не являющихся независимыми. Тем не менее ее 
свойства во многих отношениях напоминают свойства семейств независимых 
и равномерно ограниченных функций. Так, например, условие XlzT^y^f? ^ 
сю влечет за собой суммируемость функции exp(af|x(t)|) для любого а > О 
[2, р. 105]. В то же время есть и существенные отличия. Например, кратная 
система {rirj}i^j не является системой Сидона [3]. Для более полного изуче­
ния ее свойств (в частности, вопроса о возможности усиления утверждения 
об экспоненциальной суммируемости) целесообразно перейти к общим симме­
тричным пространствам. 

Напомним, что банахово пространство X измеримых по Лебегу на / функ­
ций X = x{t) называется симметричным пространством (СН), если из нера­
венства x*(t) ^ y*{t) (^*(^) — невозрастающая перестановка функции \z{u)\ 
[4, с. 83]) и того, что у G X , следует, что х Е X ж \\х\\ ^ \\у\\. 

Кроме пространств Lp (1 ^ р ^ ос), важными примерами СН являются 
пространства Орлича и Марцинкевича. 
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Если S{t) ^ 0 — выпуклая и непрерывная функция на [О, ос), S{0) = О, то 
пространство Орлича Ls состоит из всех х = x(t) , для которых 

\\x\\s = milu>0: f S (^-^^^ dt ^ l | < ос. 

Если ip{t) ^ 0 — вогнутая возрастающая функция на (0,1], то пространство 
Марцинкевича М{ср) состоит из всех х = x(t) , для которых 

1к11м((р) = sup < ——- / x*{s) ds : о < t ^ 1> < оо. 
l^\t) Jo J 

1. Суммируемость кратных рядов Радемахера. Обозначим через Н 
замыкание пространства L^o в пространстве Орлича Ьм^ где M{t) = е̂  — 1. 

Т Е О Р Е М А 1. Система {rirj}i^j в СП X эквивалентна каноническому ба­
зису в I2, т. е. 

X ^ гфЗ 

1/2 

{существует двусторонняя оценка с константами, зависящими только 
от X), тогда и только тогда, когда X D Н. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Теорема 1 показывает, в частности, неулучшаемость сфор­
мулированного в начале работы утверждения об экспоненциальной суммиру­
емости кратных рядов Радемахера. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Для простых рядов Радемахера справедлив аналогичный 
результат с заменой i7 на G — замыкание пространства L^o в пространстве 
Орлича LN, N{t) = е^' - 1 [5]. 

2. Дополняемость подпространства, порож:денного кратной си­
стемой Радемахера. Напомним, что норма в СП X называется порядково 
полунепрерывной, если из того, что Хп = x^(t) ^ О, x^(t) t x{t) при n ^ ос 
почти всюду на / и X G X , следует, что Цх^Цх -^ ll^llx-

Обозначим через М{Х) подпространство СП X , состоящее из всех функций 
вида (1), таких, что х Е X. 

Т Е О Р Е М А 2. Пусть X есть СП с порядково полунепрерывной нормой. 
Подпространство М{Х) дополняемо в X тогда и только тогда, когда Н С 
X С Я * . 

З А М Е Ч А Н И Е 3. Из теории пространств Орлича [6] следует, что Я* = L ^ , 
где М{и)и~^ 1п~^ и ^ 1 при и -^ +ос . 

З А М Е Ч А Н И Е 4. Как известно, подпространство, порожденное простой си­
стемой Радемахера, дополняемо в СП X тогда и только тогда, когда G d X d 
G*, где G* = Хд̂  и N{t)u-^ Ы'^'^^и^ 1 при гг ^ +ос (см. [7] или [8, 2.Ь.4]). 

3. Кратная система Радемахера в СП, «близких» к L(x>* «Вблизи» 
пространства LQC И, В частности, в нем самом поведение кратной системы 
Радемахера становится гораздо более сложным. 
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Для произвольных п EN ж 9 = {^ij}?7=i' ^hj = i l ^ введем величину 

II ^ 

(II • II — норма в пространстве Loo)-
Из определения функций Радемахера следует, что s\ipQipn{0) достигается 

при 9ij = 1 (i, j = 1 , . . . , п) и равен п^. 
Т Е О Р Е М А 3. С константами, не зависящими от п EN, 

inf¥,„(^)^2-"'J]^„(e) п 
3/2 

З А М Е Ч А Н И Е 5. Из теоремы 3, в частности, следует, что система {rirj}i-^j 
не является системой Сидона на / . Ранее это утверждение было доказано в [3]. 

Базисная последовательность { х ^ } ^ ^ банахова пространства X называ­
ется безусловной, если из сходимости ряда X l ^ i ^п^п {an Е Щ в X следует 
сходимость в этом пространстве ряда X l ^ i ^пО^п^п AJ^^ произвольных знаков 
^„ = ± 1 (гг = 1 ,2 , . . . ) . 

Ввиду теоремы 1 кратная система Радемахера не только безусловна, но 
и симметрична в СП X , если X D Н. Совершенно иначе обстоит дело в 
пространствах, «близких» к L^Q. Рассмотрим подход, позволяющий оценить 
степень небезусловности кратной системы в этом случае. 

Для любой расстановки знаков 9 = {^ij}S=i5 ^ij = i l ^ на ^ ( L Q C ) опреде­
лим оператор 

Tox{t) = ^eijaijri{t)rj{t), 

где 
^T î 

x{t) = ^aijri{t)rj{t) G Loo, ci = {aij)i-^j G /2-

Т Е О Р Е М А 4. Для произвольного О < s < 1/2 существует расстановка 
знаков 9 = {9ij}, для которой 

где M{ips) — пространство Марцинкевича, построенное по функции ^e{t) = 
«log^/2-^(2/i). 

Из этой теоремы и результатов [5] получаем 
С Л Е Д С Т В И Е . Если р G [1,2)^ то не существует СП X, для которого 

1/р 

З А М Е Ч А Н И Е 6. В случае обычной системы Радемахера ситуация совершен­
но иная [5, 9]. Так, например, в [9] показано, что для любого пространства 



76 А. Г. Баскаков 

последовательностей Е^ интерполяционного между /i и /2, найдется функци­
ональное СП X на / , такое, что 

I^^i^i 
i = i X 

Основная идея доказательств теорем 1-4 состоит в «разделении» перемен­
ных, т .е . переходе от функций вида (1) к функциям вида 

y{s,t) = Y,Kjn{&j{^) {sel.te I). (2) 

Для множества функций вида (2) и СП Х{1х1) на квадрате 1x1 справедливы 
утверждения, аналогичные приведенным. 
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Пусть ^— банахово пространство над нолем К G {М, С} и В{а^р) — 
открытый шар в ^ с центром в точке а G ^ и радиусом р > 0. Символом 
Lip ( ^ , а ,р) , /с G N и {0}, обозначим банахово пространство непрерывных на 
замкнутом шаре В{а^р) = В{а^р) отображений (операторов), принимаюп];их 
значения в ^ и к раз дифференцируемых на В{а^р)^ причем к-я производная 
удовлетворяет условию Липшица. Положим L i p ( ^ , а,р) = Lip {^^а^р). 

Пусть sz/: D{sz/) С ^ ^ ^ — замкнутый линейный оператор с плот­
ной областью определения D{sz/) (ему отводится роль невозмуп];енного опе­
ратора). В данной заметке рассматривается возмуп];енное отображение вида 
^ = ^ - еЗ^'. В{^) П Б(0 ,р) С ^ ^ ^ , где ^ G L ip^ (^ ,0 ,p ) , р > О и 

* Работа выполнена при финансовой поддерж:ке Российского фонда фундаментальных 
исследований, проект 98-01-01035. 


