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Аннотация

Важность изучения K-монотонных пар в теории интерполя-
ции операторов связана, прежде всего, с возможностью описания
всех пространств, интерполяционных относительно них. Как пра-
вило, они являются частичными ретрактами подходящих пар ве-
совых Lp-пространств. В работе рассматриваются пары вида ~E =
(E, E(2−k)), где E – пространство последовательностей, не инва-
риантное относительно сдвига. Показано, что при определенных
условиях на E пара ~E K-монотонна, но не является частичным
ретрактом ни одной из пар весовых Lp-пространств. Приведены
примеры.

Если ~X = (X0, X1) – банахова пара(БП) [1], x ∈ X0 + X1 и t > 0, то
K-функционал Петре определяется соотношением:

K(t, x; X0, X1) = inf{||x0||X0 + t||x1||X1 : x = x0 + x1, xi ∈ Xi}.

БП ~X называетсяK-монотонной (иначе: парой Кальдерона или Кальдерона-
Митягина), если из того, что x, y ∈ Xo + X1 и

K(t, y; X0, X1) ≤ K(t, x; X0, X1) (t > 0),

следует существование линейного оператора T : X0 + X1 → X0 + X1,
ограниченного в X0 и в X1, для которого y = Tx. Пару ~X будем называть
равномерно K-монотонной (с константой C), если для любого C ′ > C
оператор T можно выбрать так, чтобы наряду с прежними условиями

||T || ~X→ ~X = max
i=0,1

{||T ||Xi→Xi
} ≤ C ′.

Заметим, что до сих пор не известны примеры K-монотонных, но не
равномерно K-монотонных пар.
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Важность изучения K-монотонных БП связана, прежде всего, с воз-
можностью полного описания класса всех пространств, интерполяцион-
ных относительно них. А именно, пусть X – произвольное пространство,
интерполяционное относительно K-монотонной БП ~X = (X0, X1), т.е.
X0 ∩ X1 ⊂ X ⊂ X0 + X1 и любой линейный оператор T, ограниченный
в X0 и в X1, ограничен в X. Тогда X совпадает с пространством веще-
ственного K-метода

~XK
E = (X0, X1)

K
E, ||x|| ~XK

E
= ||(K(2k, x; X0, X1))

∞
k=−∞||E,

построенным по подходящему банахову идеальному пространству(БИП)
E двусторонних последовательностей действительных чисел (далее та-
кие пространства будем называть параметрами K-метода)[2].

Исторически первым примеромK-монотонной БП была пара (L1, L∞).
В 1965-66 годах Б.С.Митягин и А.П.Кальдерон независимо доказали, что
это равномерно K-монотонная пара с константой 1 ([3],[4]). Далее, в ряде
работ было показано, что аналогичным свойством обладает произволь-
ная пара весовых Lp-пространств (см.[5-7]; более полную библиографию
см. в [8]), а также БП, в определенном смысле близкие к ним.

БП ~X = (X0, X1) называют частичным ретрактом БП ~Y = (Y0, Y1),
если каждый x ∈ X0 + X1 орбитально эквивалентен некоторому y ∈
Y0 + Y1. Это означает, что существуют линейные операторы U : ~X → ~Y
и V : ~Y → ~X, для которых Ux = y и V y = x. Будем называть пару ~X
равномерным частичным ретрактом пары ~Y (с константой C), если для
любого C ′ > C операторы U и V можно выбирать так, что дополнитель-
но:

||U || ~X→~Y = max
i=0,1

{||U ||Xi→Yi
} ≤ C ′, ||V ||~Y→ ~X = max

i=0,1
{||V ||Yi→Xi

} ≤ C ′,

причем C не зависит от x ∈ X0 + X1.
Нетрудно показать, что (равномерный) частичный ретракт (равно-

мерно) K-монотонной пары – тоже (равномерно) K-монотонная пара
[9,p.420]. С этим обстоятельством связана идея построения новых при-
меров таких пар.

Так, например, в [10] (см. также [11]) доказано, что пара пространств
вещественного K-метода ( ~XK

E0
, ~XK

E1
) равномерно K-монотонна для произ-

вольной БП ~X = (X0, X1), если: 1)пара параметров (E0, E1) равномерно
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K-монотонна; 2)в E0 и в E1 ограниченно действует оператор Кальдерона

Q(aj) =

( ∞∑
j=−∞

min(1, 2k−j)aj

)∞

k=−∞

(1)

В частности, для любых 0 < θ0, θ1 < 1 и 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ равномерно
K-монотонна БП ( ~Xθ0,p0 , ~Xθ1,p1), где, как обычно [1],

~Xθ,p = ~XK
lp(2−kθ).

Здесь и далее, если E – БИП [12] на пространстве Ω с мерой, f(ω) ≥ 0 –
измеримая функция на Ω, то E(f) – пространство с весом, т.е. ||x||E(f) =
= ||xf ||E.

Основная цель данной работы – показать, что описанный выше метод
доказательства K-монотонности БП не универсален. Точнее, будут при-
ведены примеры равномерно K-монотонных БП, не являющихся частич-
ными ретрактами пар весовых Lp-пространств. Речь будет идти о парах
вида ~E = (E, E(2−k)), где E – БИП последовательностей. При определен-
ных условиях на E, которые формулируются ниже, пара ~E равномерно
K-монотонна. В то же время, если E не инвариантно относительно сдви-
га, она, как будет показано, не является частичным ретрактои ни одной
из пар весовых K-пространств.

В следующем утверждении и далее через ~X[θ] = [X0, X1]θ(0 ≤ θ ≤
1) ( (X0, X1) – БП банаховых пространств над полем комплексных чи-
сел) обозначаются пространства комплексного метода интерполяции (их
определение и свойства см., например, в [1,глава 4]).

Лемма 1. Предположим, что БП ~X = (X0, X1) – частичный ретракт
некоторой пары весовых Lp-пространств ~L = (Lp0(f0), Lp1(f1)). Тогда для
всех 0 < θ < 1

~X[θ] = ~Xθ,p,

где 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1.
Доказательство. Как известно [1,c.154-155],

~L[θ] = ~Lθ,p = Lp(fθ) (0 < θ < 1), (2)

где fθ = f 1−θ
0 f θ

1 и 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1.

Так как БП ~X – частичный ретракт пары ~L, то для произвольного
x ∈ X = ~X[θ] ⊂ X0 + X1 существуют y ∈ Lp0(f0) + Lp1(f1) и линейные
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операторы U : ~X → ~L и V : ~L → ~X, такие, что y = Ux и x = V y. Ввиду
того, что [·, ·]θ и (·, ·)θ,p – интерполяционные функторы [1], из равенства
(2) следует: y ∈ Lp(fθ) и x ∈ X ′ = ~Xθ,p. Точно так же, наоборот, если
x ∈ X ′, то x ∈ X.

Предположим, что в БИП G двусторонних последовательностей дей-
ствительных чисел для любого k ∈ Z(Z = {0,±1,±2, ..}) ограничен опе-
ратор сдвига Pk(aj) = (ak+j)

∞
j=−∞. Обозначив pk(G) = ||Pk||G→G (k ∈ Z),

будем называть БИП G инвариантным относительно сдвига, если

sup{pk(G) : k ∈ Z} < ∞.

В [13] были определены показатели

µG = sup
k≤0

log2 pk(G)

k
= lim

k→−∞
log2 pk(G)

k
(3)

и
νG = inf

k≥0

log2 pk(G)

k
= lim

k→∞
log2 pk(G)

k
(4)

Всегда µG ≤ νG, и если G инвариантно относительно сдвига, то µG =
= νG = 0 (обратное, конечно, неверно). Там же в терминах этих пока-
зателей получены необходимые и достаточные условия ограниченности
обобщенного оператора Кальдерона

Q̃(aj) =

( ∞∑
j=−∞

aj min
i=0,1

{wi
j/w

i
k}

)∞

k=−∞

в произвольном пространстве последовательностей. В частности, для то-
го, чтобы оператор Q (см.(1)) был ограничен в БИП G, необходимо и
достаточно, чтобы 0 < µG ≤ νG < 1.

Через ek(k ∈ Z) далее обозначаются стандартные орты пространств
последовательностей, т.е. ek = (δk

i )∞i=−∞, где δk
i = 1(i = k) и δk

i = 0(i 6= k).
Лемма 2. Предположим, что E – БИП последовательностей, для

которого ||ek||E = 1(k ∈ Z). Если 0 < θ < 1 и −θ < µE ≤ νE < 1− θ, то

(E,E(2−k))KE(2−kθ) = E(2−kθ) (5)

Доказательство. Если G = E(2−kθ), то непосредственная проверка
показывает, что µG = µE + θ и νG = νE + θ. Поэтому, по условию,
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0 < µG ≤ νG < 1. Значит, оператор Кальдерона Q ограничен в G и ввиду
результатов [14]

(l1, l1(2
−k))KG = (l∞, l∞(2−k))KG = G (6)

В то же время, из условия ||ek||E = 1 и идеальности E легко получить,
что l1 ⊂ E ⊂ l∞. Равенство (5) следует теперь из (6) и монотонности
функтора (·, ·)KG.

Напомним некоторые определения из [15]. Если x = (xk)
∞
k=−∞ – чис-

ловая последовательность, то ее носитель supp x = {k ∈ Z : xk 6= 0}.
Неравенство A < B означает, что a < b для произвольных a ∈ A,
b ∈ B (A ⊂ Z, B ⊂ Z). Пусть {xn}m

n=1, {yn}m
n=1 – два семейства числовых

последовательностей. Пара (xn, yn)m
n=1 называется сплетенной (interlaced),

если носители xn и yn конечны и

supp xn ⊂ supp yn(1 ≤ n ≤ m), supp yn ⊂ supp xn+1(1 ≤ n ≤ m− 1).

Говорят, что БИП последовательностей E имеет свойство правосто-
роннего сдвига (RSP), если существует C > 0, такое, что для произволь-
ной сплетенной пары (xn, yn)m

n=1 c ||yn||E ≤ ||xn||E = 1(1 ≤ n ≤ m) и
любых чисел αn выполнено:

||
m∑

n=1

αny
n||E ≤ C||

m∑
n=1

αnx
n||E.

Аналогично, E имеет свойство левостороннего сдвига (LSP), если суще-
ствует C > 0, такое, что для произвольной сплетенной пары (xn, yn)m

n=1

с ||xn||E ≤ ||yn||E = 1 и любых αn выполнено:

||
m∑

n=1

αnx
n||E ≤ C||

m∑
n=1

αnyn||E.

Замечание 1. Если E – симметричное пространство с абсолютно
непрерывной нормой (т.е. из того, что xn = (xn

k)∞k=−∞ ∈ E и для всех
k ∈ Z xn

k ↓ 0 при n → ∞ следует: limn→∞ ||xn||E = 0) и имеет хотя
бы одно из двух свойств: (RSP) или (LSP), то нетрудно показать, что
E = lp для некоторого 1 ≤ p < ∞ или E = c0. В то же время, в классе
пространств, не инвариантных относительно сдвига, есть и другие при-
меры пространств с этими свойствами. Первый иэ них – прямая сумма
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lq(Z−)⊕ lr(Z+)(1 ≤ q 6= r ≤ ∞) с нормой

||(xk)|| =
( −∞∑

k=−1

|xk|q
)1/q

+

( ∞∑

k=0

|xk|r
)1/r

.

(при бесконечном q или r рассматривается естественная модификация).
Второй – хорошо известное пространство Цирельсона T [16,p.95]. Нетруд-
но проверить, что эти пространства имеют оба свойства: и (RSP), и
(LSP).

В связи с этим интересно было бы выяснить, существуют ли БИП,
инвариантные относительно сдвига и имеющие хотя бы одно из свойств
(RSP) или (LSP).

Лемма 3. Пусть E – БИП последоавательностей с абсолютно непре-
рывной нормрй, ||ek||E = 1(k ∈ Z). Справедливы следующие утвержде-
ния:

1) Если E имеет свойство (LSP), то для n ≥ 0

||Pn||E→E ≤ C(n + 1) (7)

2) Если E имеет свойство (RSP), то для n ≤ 0

||Pn||E→E ≤ C(1− n) (8)

Доказательство. Пусть n ≥ 0, a = (aj) ∈ E и b = Pna = (an+j)j.
Если представить

a =
n∑

k=0

ak, ak =
∞∑

j=−∞
a(n+1)j+ke

(n+1)j+k,

то

b =
n∑

k=0

bk, bk = Pna
k =

∞∑
j=−∞

a(n+1)j+ke
(n+1)j−n+k.

Для произвольных m = 1, 2, .. и 0 ≤ k ≤ n пара нормированных в
E последовательностей (e(n+1)j+k, e(n+1)j−n+k)j=m

j=−m – сплетенная. Значит,
применяя к ней (LSP), получим:

||
m∑

j=−m

a(n+1)j+ke
(n+1)j−n+k|| ≤ C||ak||,
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где C > 0 не зависит от m = 1, 2, .. и 0 ≤ k ≤ n. Отсюда ввиду идеально-
сти E и абсолютной непрерывности нормы в нем ||bk|| ≤ C||ak|| ≤ C||a||.
В итоге

||Pna|| = ||b|| ≤
n∑

k=0

||bk|| ≤ C(n + 1)||a||,

и (7) доказано.
Неравенство (8) доказывается совершенно аналогично с использова-

нием свойства (RSP).
Следствие. В условиях леммы 3
1) если E имеет свойство (LSP), то νE = 0;
2) если E имеет свойство (RSP), то µE = 0.
Доказательство. Так как ||ek||E = 1, то ||Pn||E→E ≥ 1(n ∈ Z). Сле-

довательно, из определения показателей µE и νE (см. (3) и (4)) получим:
µE ≤ 0 ≤ νE.

С другой стороны, ввиду леммы 3, если E имеет свойство (LSP), то

νE ≤ lim
n→∞

log2(n + 1)

n
= 0;

если же E имеет свойство (RSP), то

µE ≥ lim
n→−∞

log2(1− n)

n
= 0.

Замечание 2. Неравенства (7) и (8) неулучшаемы по порядку. Дей-
ствительно, если E = l1(Z−) ⊕ c0(Z+), то ||Pn||E→E = n + 1(n ≥ 0).
Аналогично для E ′ = c0(Z−)⊕ l1(Z+) ||Pn||E′→E′ = 1− n(n ≤ 0).

Пусть E – БИП последовательностей. Через EC обозначим его "ком-
плексификацию", т.е. пространство всех последовательностей комплекс-
ных чисел, для которых (|ak|)∞k=−∞ ∈ E с ||(ak)||EC = ||(|ak|)||E.

Теорема. Существует БИП последовательностей G, такое, что БП
~GC = (GC, GC(2−k)) равномерно K-монотонна, но не является частич-
ным ретрактом ни одной из пар весовых Lp-пространств.

Доказательство. В качестве G возьмем пространство со следующи-
ми свойствами: a)норма в G абсолютно непрерывна; b)||ek||G = 1; c)G
имеет свойства (LSP) и (RSP); d)G не инвариантно относительно сдвига.

Отметим, что пространства с перечисленными свойствами существу-
ют (примеры приведены в замечании 1).
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Прежде всего, по следствию из леммы 3 µG = νG = 0. Поэтому в силу
того, что G обладает свойствами (LSP) и (RSP), по теореме 4.5 из [15]
пара ~G, а значит, и ~GC равномерно K-монотонна.

Далее, так как G имеет абсолютно непрерывную норму, то ввиду
[17,p.125]

[GC, GC(2−k)]θ = GC
θ , (9)

где Gθ = G(2−kθ). С другой стороны, так как µG = νG = 0, для 0 < θ < 1
выполнены условия леммы 2, и поэтому

(GC, GC(2−k))KGθ
= GC

θ (10)

Предположим теперь, что БП ~GC – частичный ретракт некоторой
пары весовых Lp-пространств ~L = (Lp0(f0), Lp1(f1)). Тогда ввиду пред-
ложения 1 для 0 < θ < 1

[GC, GC(2−k)]θ = (GC, GC(2−k))θ,p,

где 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1.
Следовательно, из соотношений (9) и (10) получаем:

(GC, GC(2−k))θ,p = (GC, GC(2−k))KGθ
= GC

θ (11)

В то же время, так как в пространстве lp(2
−kθ)(0 < θ < 1, 1 ≤ p ≤ ∞)

ограничен оператор Кальдерона Q, то

(lC1 , lC1 (2−k))θ,p = (lC∞, lC∞(2−k))θ,p = lCp (2−kθ).

Отсюда и из вложений l1 ⊂ G ⊂ l∞

(GC, GC(2−k))θ,p = lCp (2−kθ) (12)

В итоге, из соотношений (11),(12) и определения Gθ получаем: G = lp.
Это противоречит тому, что G не инвариантно относительно сдвига. Тео-
рема доказана.
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