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КАЛЬДЕРОНА — Л03АН0ВСК0Г0 

С. В. Асташкин 

1. Предварительные замечания и формулировка результатов. 
Пусть Ф — класс функций <р = <£>(u, v), определенных при и ^ 0, v ^ 0, по­
ложительно однородных первой степени и возрастающих по каждому 
аргументу. Если {Ео,Е\} — пара банаховых решеток (БР) измеримых 
функций на пространстве с <т-конечной мерой /х, то через <р(Ео,Е\) обо­
значим пространство всех измеримых функций х = x(t), лля которых 

|*(OI^Ap(*o(*)>*i(0)> (1) 
где Л > О, Х{ ^ 0, Xi e Eiy ||ж,-||^ ^ 1 (г = 0,1). Норма в <р(Ео,Е\) пола­
гается равной inf Л, где нижняя грань берется по всем Л, д л я которых 
справедливо неравенство вида (1). 

Впервые эта конструкция появилась в статье А. П. Кальдерона [1]. 
Затем различные аспекты ее изучались рядом математиков. В част­
ности, Г. Я. Лозановский показал, что, вообще говоря, пространство 
<р(Ео,Е\) не интерполяционно между пространствами Ео и Е\ [2]. Это 
означает, что не всякий линейный оператор, ограниченный в Ео и Е\, 
ограничен в ц>(Ео, Е\). В то же время, если линейный оператор положи­
телен, то интерполяционная теорема справедлива: из ограниченности 
такого оператора в Ео и Е\ следует его ограниченность в <р(Ео,Е\) [3]. 

В данной работе аналогичное утверждение будет доказано лля 
полилинейных операторов. При формулировке результатов нам пона­
добится р я д определений и обозначений. 

Д л я неотрицательной функции / , определенной на (0,оо), ее функ­
ция растяжения ^ ) определяется равенством 

.*)(*) = sup 4 § (<>0). 
*>0 J(S) 

Так как ^ } полумультипликативна, существуют числа 

,. InOVftt) с ,. \ъЛЛ1) 
7/ = h m — . J , Of = l im —, J , 

называемые нижним и верхним показателями растяжения функции / . 
Д л я <р £Ф обозначим p(t) = <p(l,t). Нетрудно показать, что 0 ^ -ур ^ 

6Р ^ 1. В дальнейшем будем предполагать, что функция р удовлетво­
ряет двум условиям: 

p(u)p(v) ^ Kp(uv), (*) 
где К не зависит от « > 0 и и > 0, а также 

0 < 7 р ^ * р < 1 - (**) 
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Пусть А — полилинейный оператор, ограниченно д е й с т в у ю щ и й из 
п 

произведения f| Х{ Б Р Х{ в Б Р У. Оператор называется положитпелъ-
%=\ 

ным, если из х\ ^ 0 , . . . , хп ^ 0 следует, что А(х\,..., хп) ^ 0. 
Если X — Б Р измеримых функций, то ассоциированное простран­

ство X' состоит из всех измеримых функций t/(tf), д л я которых 

\\у\\Е, = suPy x(t)y(t)dfi : \\х\\Е ^ l j < оо. 

Второе ассоциированное пространство обозначается, как обычно, через 
X". 

Теорема 1. Пусть А — положительный полилинейный оператор, 
п п 

ограниченный из Ц XQ в У0 и из YI Х\ в Y\. Если функция <р £ Ф 
i= i i= i 

уловлетворяет условиям (*) и (**), то А ограниченно действует из 
ft <р(Х'о,Х{) в у»(У0",Ух") П (Уо + Vi). 

*=1 
Теорема 1 является следствием, во-первых, интерполяционной те­

оремы для конкретных весовых пространств двусторонних числовых 
последовательностей (теорема 2), а во-вторых, возможности описания 
метода Кальдерона — Лозановского в терминах орбит положитель­
ных операторов (теорема 3). 

Пусть xi) = {wk}<^L_00 — последовательность неотрицательных чи­
сел, Е — Б Р числовых последовательностей. Через E(w) = E(wk) обо­
значим Б Р последовательностей х — (я*)*=-оо> Д л я которых конечна 
норма ||x||j5(«;) = ||(wjb£jb)||jE;- Всюду далее обозначения 1Р и со понимают­
ся стандартным образом, <p*(u,v) = 1/^(1/и, l/v). 

Теорема 2. Пусть для функции p(t) = y>(l,J), <p £ Ф, выполнены 
условия (*) и (**). Если положительный полилинейный оператор V 

п п 
ограничен из [ | CQ В 1\ и из \\ co(2~fc) в /i(2~*), то он ограничен из 

i= i i= i 

»=i 
Напомним, что линейный оператор А называется ограниченным из 

банаховой пары X = {Хо,Х\} в пару У = {Yo, Yi}, если А ограничен из XQ 
в Уо и из Х\ в Ух. При этом 

| И | | * _ ? = т а х { | | Л | | х ^ у , } . 

Определим орбиту и коорбиту пространства относительно класса 
L(X,Y) всех линейных операторов, ограниченных из пары X = {Xo,Xi} 
в п а р у У = {У0,У1}. 

Пусть J£ = {EQ}EI} — банахова пара, Е — банахово пространство, 
промежуточное относительно нее, т. е. Е$ П Е\ С Е С EQ + JS7i. Тогда 
орбитой Е в паре У = {Yb,Yi} называется пространство ОгЬ^(£' ,У) всех 
у € Уо 4- Уь допускающих представление 

со 

У = £ 7 ) * ; - (2) 
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где р я д сходится в У0 4- Yi, Tj Е L(E, Y), Xj £ Е и 

оо 

Т,№\\в->*\ы\в<оо. <3) 

Норма Цз/ЦогЬ п о определению равна точной нижней грани сумм из (3) 
по всем представлениям вида (2). 

Пространство всех у £ Уо + Yi, д л я которых 

IMIcorb = sup{||Ty||£ : | | Г | | ^ ^ 1} < сю, 

называется коорбитой Е в паре Y и обозначается через СогЬ^ (£", У). 
Чрезвычайно важным фактом для теории интерполяции являет ­

ся возможность описания в терминах орбит и коорбит ряда наибо­
лее важных классов интерполяционных функторов (см., например, [4]). 
Рассматривая в приведенных определениях лишь пары Б Р и ограни­
чиваясь только положительными операторами, получим определения 
Orb+(£, У) и Corb+(£,Y). Ясно, что 

ОгЬ+(£, У) С ОтЪЁ(Е,У),СогЬ+(£, У) Э СогЬ^Я, Y). 

В [5] получен следующий результат об описании в терминах орбит 
положительных операторов метода Кальдерона— Лозановского. 

Теорема 3. Если <р Е Ф,/р = {'р>'р(2~*)}, то для произвольной пары 
Б Р У = {Уо, Yi} и м е ю т место соотношения 

<p(Y) = 0rhtjloo(<p*(l,2-k)),Y), (4) 

*>(У")Л(Уо + У1) D C o r b t C W C M - * ) ) , ? ) , (5) 

г д е У" = {^" ,7/ '} . 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Вложение (5) можно получить также, несколько мо­

дифицируя доказательство леммы 8.5.1 из [4]. 
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Д л я линейных (не обязательно положительных) 

операторов теоремы, аналогичные теоремам 1 и 2, впервые были до­
казаны в [6] для произвольной функции <р 6 Ф. Нетрудно показать, что 
условие (*) необходимо в утверждениях теорем 1 и 2 уже в билинейном 
случае. В то же время вопрос о том, насколько необходима нетриви­
альность показателей растяжения функции p(t) = <p(l,t) (условие (**)), 
остается открытым. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. В степенном случае <p(u,v) = ul~svs (О < s < 1) теоре­
мы 1 и 2 можно получить , используя связь между методом Кальде­
рона — Лозановского и комплексным методом интерполяции, а так­
же полилинейную интерполяционную теорему для последнего (см. [1] 
и л и [7, с. 125-128]). 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. В билинейном случае теоремы 1 и 2 были анонсиро­
ваны в сборнике тезисов докладов Международной конференции, по­
священной 90-летию академика С. М. Никольского [8]. 
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2. Доказательства. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Мы используем ид ею представления 

оператора в виде суммы «диагональных» аналогично тому, как это 
делается в линейном случае в [9] (см. также [4, с. 464]). 

С помощью стандартных рассуждений утверждение теоремы мож­
но эквивалентно переформулировать следующим образом: если V — 

п 
положительный полилинейный оператор, ограниченный из Псо(/К2*)) 

t = i 

в h(p(2k)) и из Псо(/>(2*)2~*) в 1х{р{2к)2'к) с нормами С0 и d соответ-
» = 1 

п 
ственно, то V ограничен из П °̂о в /i, где^ как и прежде, p(t) = (p{l^i). 

i= i 
Обозначим ||V\\ = max(Co,Ci). 

Оператор V определяется последовательностью бесконечных чи­
словых «матриц»: 

у к = « , . . , Р J . vL-,Pn 2 0, (Pi,. • • ,Рп) € Z n , fc G Z. 

Действительно , пусть {е»}^._00 — стандартный базис пространства со, 
оо 

а' = ^ ajej (1 ^ i ^ п) — финитные последовательности. Т о г д а из 
j = - o o 

линейности V по каждому аргументу следует, что 
оо оо 

V(a 1 , . . . , a " ) = (6 t)r=_00> Ьк= £ . . . £ < . . . a » m < р„, 
Pi = - o o р п = - о о 

гле w*lf...jPn = ( ^ ( е Р 1 , . . . , е Р п ) ) ь 
Перенумеруем систему функций Радемахера на [0,1] так, чтобы она 

образовывала бесконечную двустороннюю последовательность 
{hj(t)}(j(L_00i причем ho(t) — 1. Для произвольных га Е Z и t Е [0,1] 
определим последовательность «матриц»: 

г £ , = / 1 * _ т ( 0 ( / 1 - Р 1 - . . - Р Л 0 < , ...,Р J , (Рь • • ,Рп) € Z n , t € Z. 

К а ж д а я такая последовательность также задает полилинейный опера-
п п 

тор, ограниченный из Цсо(р(2к)) в li(p(2k)) и из ["] со(р(2к)2~к) в 
t = i *= i 

1\(р(2к)2"к) с нормами, не превосходящими ||V||. 
Усредняя по всем t Е [0,1] по мере Лебега, получаем, что анало­

г и ч н ы м свойством обладает и оператор Vm, определяемый последова­
т е л ь н о с т ь ю «диагональных матриц»: 

^m = (^... . .p^p^ft-m-p! — - р . - ! ) , (РЬ • • -,Рп) € Z n , 

где Sij — символ Кронекера. Поэтому д л я га ^ О ввиду условия (*) 
имеем 

IWI £ 11^11" 
П«о(р(2*)Ь»1(р(2*)) 

* * > „ * 
^ ( 2 Р . ) . Р ( 2 " » ) р* " 

'pn.Ar-m-pi pn-i 
П««-1. 

^ A ' -> (2 m ) | |K„ |U 
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В силу неотрицательности vk „ последнее неравенство эквивалент­
но тому, что 

fc = - o o P i = - o o p n _ i = - o o ^ ' 

или , иначе, 

n — . ^ ^ T (m^0)- (6) 
i = l 

П 

Оценивая снизу норму оператора Vm из ]]со(р(2к)2~к) в /i(p(2*)2~*), точ-
»=i 

но таким же образом д л я m < О получим 

l , V m " f t « — . . ^ P(2m) ' (?) 

Так как V = ^Z K„, то из неравенств (6) и (7) следует, что 

где ввиду (**) 
00 / 1 2 - т 

п 
Следовательно, V : Ц о̂о —• fi, и теорема 2 доказана. 

i= i 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Пусть А — положительный полили-

п п 
нейный оператор, ограниченный из ]~[ XJ в Уо и из ]~] X} в Y\ с нормами 

t= i i= i 
Со и Ci соответственно, ||Л|| = max(Co, Ci). 

Если х,- G <р(Х1
0,Х\), то ввиду (4) х, G Orbt ( / ^ ( ^ ( 1 , 2"fc)), X»), X1' = 

{XQ, X\ } (г = 1, 2 , . . . , п). Предположим сначала, что существуют Т, ^ О, 
7i G L ( / M , P ) И a,- G /оо(^*(1,2-*)), д л я которых х,- = Т-а* (г = 1,2, . . . ,п) . 
По-прежнему здесь /р = {lpJp(2~k)}. 

Лля произвольного положительного линейного оператора Q, огра­
ниченного из пары У = {Уо,У1} в пару / ь определим оператор V: 

V{Su...,Zn) = QA(TlS1,...,Tntn). 
п 

Тогда V положителен, полилинеен и ограничен из П'°о в 1\ и из 
« = 1 

Woo(2~k) в /i(2-*). При этом 
t = i 

= max(||V||„ ,\\V\\» )$\\Q\\\\A\\fl\№\\, 
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IIGII = 11311 ,̂-. 1№Н = № „ - * • 
п 

По теореме 2 V ограничен из f]/оо(у?*(1, 2-*)) в /I(<£>*(1, 2~k)) с нормой, 

не превосходящей Ci||V||. 
Пусть у = А(х\1.. .,хп) = i4(Tiai, . . . ,Г п а п ) . По определению Corb+ 

имеем 

Цу|1согЬ+ = eup{||Qy||Vil : HQH ^ 1} = sup{|| V ( a b . . . , a„)||v>1 : ||Q|| ^ 1} 

< ^nilailUooSuplllVH : HQH < 1} ^ С1 |И|П|№1Н|о.-|коо, 
» = 1 2 = 1 

где через || • | |^р обозначена норма в пространстве /р(^>*(1, 2~*)). Ввиду 
вложения (5) отсюда получаем, что с некоторым С*2 > 0 выполнено 
неравенство 

ЦуН'̂ ^МнПн^нНа,!!̂ , (8) 
1=1 

где || • ||£ — норма в пространстве Ф(У0", Y") П (У0 + Yi). 
В общем случае 

оо 

*.- = £l/«J, (9) 

где ряды сходятся в XJ + X}, 7? G L(loo,X), a\ G /оо(^*(1? 2_А;)) и, наконец, 
оо 

Е И ^ И г о о ^ ' 1 И 1 1 ^ о о < о о ( г = 1 , 2 , . . . , п ) . 

Д л я произвольного набора (p i , . . . ,pn) G Nn положим 

^ . , Р » = ^ Г а Г , . . . , 1 Г < " ) -

Т о г д а ввиду линейности операторов Т- и полилинейности Л имеем 
оо оо 

у = А(хи...,хп) = ] Г . . . ] Г УР1,...,Рп. 
Pl = l Pn = l 

Применяя неравенство (8) к yPl}...tPn, получим 

II*. рЛ'^^НЛнПЦ^ЦаГЦ^, 
1=1 

откуда 
оо оо оо оо п 

НС * Е Е и*. Р Х * сацлц Е •• Е ПНТИ IK*IU 
Pi = l Pn = l Pi = l Pn = l i = l 

n I оо 

= 1̂ИНП EIWIINtco • 
i=l \ j = l / 

Переходя справа к точным нижним граням по представлениям (9), 
согласно определению нормы в Orb* имеем 

п 

|И (х 1 > . . . , х п ) | | ^С 2 | |Л | |П1к .НогЬ + -
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О т с ю д а ввиду (4) А ограничен из Y[<p(X%
0,X[) в <p{Y£',Y['.) П (Y0 + Yi), и 

»=i 
\\A\\y ^ Сз||А||. Теорема доказана. 

Приложения . Здесь будут лишь намечены некоторые возможные 
приложения теоремы 1. 

ПОЛИЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ В 1Р-ПРОСТРАНСТВАХ. Пусть w = w(t) 
— положительная измеримая функция на пространстве Т с мерой /х. 
Тогда , как обычно, Lp(w) состоит из всех измеримых на Т функций 
х = x(t), д л я которых w(t)x(t) e Lp и \\x\\Lp(w) = II^^IUp-

Так как <p(Lp(w°),Lp(w1)) = Lp(<p*(w°,wx)) [4, с. 459], то из теоремы 1 
следует 

Теорема 4. Если для <р £ Ф выполнены условия (*) и (**) и поло­
ть 

жительный полилинейный оператор А ограничен из Y\^p{wi) B Lq(vo) 
п п 

и из Yl^p(wi) B Lq(vi) (1 ^ р,g ^ оо), то А ограничен из \[Lp{(p*{w^ w})) 
t = l t = l 

в Lg(v?*(v0}vi)). 
ЗАМЕЧАНИЕ 5. В случае р = q = оо аналогичный результат получен 

в [10] д л я произвольных билинейных (не обязательно положительных) 
операторов. 

ПОЛИЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА. Пусть N(t) 
— возрастающая выпуклая функция на [0,оо), N(0) = 0. Пространство 
О р л и ч а L*N состоит из всех измеримых на Т функций х = x(t), лля 
которых при некотором и > 0 

J N(\x(t)\/u)dfi <оо} 

т 

с нормой 

= inf | и > 0 : / N(\x(t)\/u)dfi^l\ 

Рассмотрим пару пространств Орлича {L*No,L*N }. Если <р 6 Ф, то 
через N(t) обозначим такую функцию, что 

N-\t) = v{Nil(t),Nrl{t)), 

где N"1^) — функция, обратная к N. Так как <p(L*No,L*Ni) — L*N [4, с. 460, 
461] и (L*N) = L*N, то из теоремы 1 получаем естественную полилиней­
ную интерполяционную теорему д л я пространств Орлича. 

Теорема 5. Если лля (р Е Ф выполнены условия (*) и (**) и поли­
ть 

линейный положительный оператор А ограничен из ]~| L*N в L*R и из 
п п 
П ^ м в L*R , то А ограничен из \\ L*G в L^, где 

f=i ' l i = i 

сг1(0 = И^Г|(0,мг1(0) (• = !, п), Д-1(0 = ^(До1(0,ДГ1«))-
ЗАМЕЧАНИЕ 6. В [10] получен аналогичный результат д л я симме­

т р и ч н ы х пространств Марцинкевича [11, с. 152] и произвольных били­
нейных (не обязательно положительных) операторов. 
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ОПЕРАТОРЫ СВЕРТКИ И ТЕНЗОРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ. Обозначим через 
S билинейный оператор свертки функций, определенных на Ш™ : 

S(x, y)(t) = [ x(t- s)y(s)dsy t € Mm. 

Теорема 6. Если оператор S ограничен из XQ X XQ В YO И ИЗ Х{ Х Х\ 
в Y\ (Xj и Yj — БР функций, определенных на, IRm), а функция <р € 
Ф удовлетворяет условиям •(*) и (**), то S ограничен из <P(XQ,XI) x 
<р(Х%, XI) в у.(У0", У,") Л (У0 + УХ). 

В изучении ряда вопросов, связанных с геометрическими свой­
ствами симметричных пространств [11], важную роль играет оператор 
тензорного произведения 

B(x,y)(s}t) = x(s)y(t), 
где х = x(s),y = y(t) — измеримые функции на [0,1] (см., например, 
[12,13]). 

Теорема 7. Если оператор В ограничен из XQ X XQ В YO И ИЗ Х{ Х Х\ 
в Y\ (Xj и Yj — симметричные пространства на [0,1] и на [0,1] х [0,1] 
соответственно) и функция <р £ Ф удовлетворяет условиям (*) и (**), то 
В ограничен из V{XQ\X{) х <р(Х$,Х?) в <p(Y{'f У/') П (У0 + Yx). 

Автор выражает благодарность В. И. Овчинникову за полезные 
обсуждения. 
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