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О КОНУСАХ СТУПЕНЧАТЫХ ФУНКЦИИ 
В СИММЕТРИЧНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

С В . Асташкин 

1. Напомним, что симметричным пространством (СП) называется 
банахово пространство X измеримых функций на [0,1], для которого: 

1) и з у Е X и \x(i)\ ^ \y(t)\ с л е д у е т х Е X и \\х\\х ^ \\у\\х] 
2) если у Е X и функция \x(t)\ равноизмерима с функцией \y(t)\; то 

х£Х и | |х | |х = \\у\\х-
Теория СП изложена в [1]. 

Пусть X — СП на [0,1]. Тогда оно однозначно определяется кону­
сом функций у Е X вида 

y(f) - ]Сс*Х(2-*.2-*+1](*)> 
Jb = l 

где Ck ̂  0, Ck ̂  Cjt+i (к = 1,2,...), а \е — характеристическая функция 
множества е С [0,1]. Действительно, для х Е X положим 

оо 

y(t) = X ; ^ ( 2 - | ! + 1)X(2-*,2-^]W. 
Jk = l 

где x*(t) — невозрастающая перестановка функции \x(t)\ [1]. Тогда 
у ^ х* ^ (722/, г Д е ^ ^ ( и ) = z(u/s)x[o,i](u/s) — оператор растяжения. Так 
как ||сг5||х—х ^ max(l,s) [1], то из предыдущего неравенства вытекает 

Пусть Ф — некоторый класс СП, XQ E Ф. Будем говорить, что си­
стема {efc}^L1 подмножеств [0,1] определяет Хо в классе Ф, если из экви­
валентности норм Хо и произвольного СП Л' Е Ф на конусе функций 
в и д а 

оо 

y(<) = ]£ c *X e *W ( с * ^ 0 , с ^ с 4 + 1, fc = l , 2 , . . . ) (1) 
* = i 

следует равенство X — Хо (изоморфизм). 
В случае, когда Ф — класс всех максимальных СП [1], э та з адача 

рассматривалась в [2]. Ответ, полученный там, свидетельствует об 
определенной вырожденности задачи в такой постановке: так, если 
фундаментальная функция Хо степенная, то система попарно д и з ъ ­
юнктных подмножеств {е*} определяет Хо тогда и только тогда, ко­
гда д л я мер //(в*) = а& выполнено sup ak/dk+i < оо (по сути дела, 

Jfe = l , 2 , . . . 

приходим к изученному ранее случаю: а^ = 2~к ). Причина этого — 
«слишком» сильное влияние фундаментальной функции СП. Более со­
держательной, на наш взгляд , задача становится при рассмотрении 
классов, состоящих из СП с одной и той же фундаментальной функ­
цией. 
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Напомним ряд определений. Кроме Lp (1 ^ р ^ оо) важные примеры 
СП — пространства Лоренца А(<р) и Марцинкевича М(<р): 

Щ<Р) 

1 

= j x*(s)d<p(s), 
fx*(s),ds 

\х\\м(<р) = sup • 
0<(<1 № 

где <p(t) 
ством 

возрастающая вогнутая функция на [0,1], <р(0) = 0. Равен-

Mtp(t) — sup 
0<*<min(l , l /0 <РК8) 

(ОО) 

определяется функция растяжения функции <p(t). Поведение величины 
Л^<Д0 характеризует нижний и верхний показатели растяжения 

1ч> lim 
t->o+ 

lim 
t—>oo 

InMyjt) 
Ы (2) 

В частности, если в качестве <p(t) взять <px(t) = ||X(o,t)||x — фундамен­
т а л ь н у ю функцию СП X (для Lp она равна t1^p

i для А(<р) — ^W> Д л я 

М(<р) — (p(t) = t/(p(t))j то получим числа jx = 7<̂ х и fo = <W • Если 
в (2) вместо M<p(t) подставить норму оператора растяжения ||opt||x-*A'} 
то придем к определению индексов Бойда ах и fix пространства X. 

2. В дальнейшем будут рассматриваться системы {ejb}^_1 подмно-
ж е с т а [0,1], д л я мер которых p(ek) = a^ выполнены соотношения 

0 < a*+i ^ ак, 5^а* ^ 1, 
Jfe = l 

1 °° 
— У2а» 
Пи ^—' 

sup 
к=1,2,... а* 

< оо. 

(3) 

(4) 
п = к 

Условие (4), как известно, означает, что последовательность {а*} мож­
но разбить на конечное число подпоследовательностей так, что члены 
каждой из них убывают не медленнее, чем геометрическая прогрес­
сия [3, с. 22]. 

Напомним, что пространство X называют интерполяционным ме­
жду банаховыми пространствами XQ H X I , если любой линейный опе­
ратор, ограниченный в Хо и Х\, ограничен в X. 

Теорема 1. Пусть -ф({) — возрастающая вогнутая функция на [0,1], 
0 < Jtp ^ 0ф < 1, X — СП на [0,1], интерполяционное между А(ф) и 
М(ф), хь = Хь/Ш\х (Ь С [0,1]). Если А, = {ек}?=1 и Д 2 = {/*}£=, - Две 
системы подмножеств [0,1], для которых выполнены условия (3) и (4), 
то для любых чисел с* ^ 0 (к = 1, 2 , . . . ) 

о о 

Jb = l 
£С**А 
* = i 

т. е. существует Л > 0, не зависящее от {с*}, такое что 

Л"1 

/ f c = l 
£ £ с * х л 

t = i 
^л £C*Xet 

J f c = l 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Д л я системы попарно д и з ъ ю н к т н ы х множеств 
Д = {gk}%Ln 9k С [0,1], через Тд обозначим оператор усреднения 

Tbx{t) = f^-±-)jx{s)dsXgi{i)-

Так как ЦГдНьво—Loo = II^AIUI—LX = 1 И А(^), М(ф) — точные интерполя­
ционные пространства между L\ и Loo [1, §5], имеем 

||ГД||А«О->Л(^) < 1, Итд11м(й-*м(й ^ L 

Поэтому Тд ограничен в X. 

Из условий теоремы следует, что величина Ё СкХе 
*=1 

зависит 
лишь от чисел с ^ О и /*(е*) [4]. Поэтому, не ограничивая общности, 
будем считать множества вк (и аналогично Д ) попарно д и з ъ ю н к т н ы ­
ми. _ 

На образе Тд1(М(^)) определим оператор S: 

5 (£**«*) =Ed«/fc. 
Как показано в [4], при условии 0 < у-ф ^ £</, < 1 

E**/JL,*£i*i' Л(т/>) 
(5) 

_ « sup Id*! 
M(t/>) fc 

1Л(^) 

д л я любых c/jb (fc = 1,2,...). Поэтому оператор ST^X непрерывен в X и 

где Ах > О не зависит от с*, & = 1 ,2 ,— Аналогично, меняя местами 
Ai и Дг, д л я некоторого А2 > О получим 

1|]СС*Хе* ^ л - !Е С * * Д 

Обозначим через 1(ф) класс всех СП, интерполяционных между 
А(ф) и М(ф). 

Теорема 2. Пусть система {е^}^.15 е* С [0,1], удовлетворяет усло­
виям (3) и (4), Хо Е J(^), 0 < 7t/; ^ ^ < 1- Тогда, система, {е^} определяет 
XQ относительно 1(ф), т. е. из эквивалентности 

СкХе -[£ скХек ( 0 ^ с * ^ с * + ь Яг = 1,2,...) 

д л я X Е /(V0 следует X = Х0. 

Доказательство следует из теоремы 1 с Д = (2"""*, 2~*+1] (к — 1,2,...) 
и замечаний в начале работы. 
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Следствие. Пусть X — СП на [0,1], интерполяционное между 
Л(^/ р ) и M(t1 _ 1 /p) , 1 < р < оо. Если существует система {ek}^=i, ^k С 
[0,1], удовлетворяющая (3) и (4), такая, что д л я всех с*;, 0 ^ с* ^ cjt-n 
(* = 1,2,...) 

II °° 

IU=i 
то X — LP. 

Доказательство следует из интерполяционности Lv между Л^1^) 
и М^1"1^) [5, с.148]. 

Аналогичный результат справедлив и для общих пространств Ор-
лича [6]. 

3. Покажем, что при «незначительном» расширении класса СП ут­
верждения типа теорем 1 и 2 из предыдущего пункта перестают быть 
справедливыми. 

Для возрастающей вогнутой функции ф на [0,1] через 3(ф) обозна­
чим класс всех СП X, фундаментальная функция которых эквивалент­
на ф(1), а индексы Бойда совпадают с соответствующими показателя­
ми растяжения: ax = 7v> Рх — ^ - Нетрудно показать, что 1(ф) С Jfy), 
причем вложение строгое (это, в частности, следует из теоремы 3). 

Напомним определение вещественного метода интерполяции. 
Пусть (Xo,Xi) — банахова пара, Е — идеальная структура дву­

сторонних числовых последовательностей а — {aj)JL_00^ интерполяци­
онная между /оо и /оо(2_А:) (если F — идеальная структура, v — (г;*), 
Vk ^ 0, то ||(aj)||F(vfc) = il(aj4?)ll^)- Пространство /С-метода (XQ.XI)^ (ОНО 
интерполяционно между XQ И Х\) СОСТОИТ ИЗ Х Е ХО + Х\У ДЛЯ которых 
конечна норма 

\\х\\ = \\(1С(2к,х;Х0,Х1))\\Е, 
где 

K(t,x;Xo,X1)= inf {||*o|k„+<||*i|k,}. 

Далее некоторое время нам будет удобнее иметь дело с симме­
тричными пространствами функций, определенных на полуоси (0,оо). 
Из равенства 

t 

/C(t, х\ Li, Loo) = / x*{s) ds (t > 0) 
0 

следует, что АЛЯ 0 < 0 < 1, l ^ p ^ o o , l0iP - lp(2k^~l)) 

A(t°) = (LuLOQ)fei, (6) 

M ^ J r z t L b i o o ) ^ , (7) 

где пространства Лоренца и Марцинкевича на (0,оо) определяются 
аналогично случаю [0,1] [1]. 

Докажем сначала вспомогательное утверждение, представляющее 
самостоятельный интерес. 

Предложение. Пусть X — СП на (0,оо), 

Х^М6*) 
i/P 

U = l 

X — (Li, Loo)^, 
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причем /оо <£. Е. Тогда, 

\<г2ъ\\хъЪк\\Р-А\Е (* = 0 , ± 1 ± 2 , . . . ) , 
где Pk{o>j) = (aj+*)^:-oo — оператор сдвига, в Е. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что для х £ X 

\\о2кх\\х = 2к\\Р_ки{У))\\Е, 

где f(t) — AC(<,x;Li,Loo). Действительно, 

||<г2*х||л- = Н Щ У ' , ^ - * * ) ; ! ! , ^ ) ) , - ! ^ 
/ 2 > \ 

(8) 

/ 
x'(2~ks)ds 

/ 

= 2k\\P-k(f(2>))\\E. 

Из (8), в частности, следует 

|К.|К2*||Р_,||. 
Далее, так как Е интерполяционно между /^ и /оо(2~*), найдется Ci > О 
такое, что для любого a — (a,j) Е Е последовательность a — (ak), 

ajk = /C(2^,a;/0 0 , /oo(2- i))- sup [тт (1 ,2*- ' ) | а , | ] , 
j=o,±i , . . . 

также принадлежит Е и ||а||я ^ Ci||a||# [ 7, §7]. Дополнительно отме­
тим, что \a,k\ ^ a>k и 

lim ak = 0 (9) 
А; —>— о о 

ввиду монотонности {ak} и условия /оо £ £". Лля а Е Е введем функцию 
оо 

fa{t) = Х̂  ^*X[2fc,2fc+1)(0- Так как д л я t\ < t2 будет 
к = — оо 

fa(h)<fa(t2), Ш ^ 2 ^ - , 

функция fa эквивалентна своей наименьшей вогнутой мажоранте 
/ а [1, с. 63]. Ввиду (9) fa абсолютно непрерывна на [0,оо), и поэто­
му _ _ 

X:(2 fc,/a
/;L1,L00) = / a ( 2 ^ ) ^ / a ( 2 f c ) = a,. 

Следовательно, fa' Е X, и из-за (8) и монотонности /\-

2*||Р_*а||* < 2*||Р_*о||в < 2А-||Р_,(/а(2^))||£ 

= Ь*(/„')1к < IMIIK/a^'Mlls ^ CiCalMIIHI*. 
где С2 — константа последней эквивалентности. Предложение дока­
зано. 

В дальнейшем д л я простоты ограничимся случаем ^ ( 0 = tll2. 

Теорема 3. Существует СП У на [0,1], У Е </(*1/2), такое, что Y ф 
K{tll2) и для некоторой системы {ek}™-! полярно дизъюнктных под­
множеств [0,1], удовлетворяющей условиям (3) и (4), и всех ск ^ 0 

Ес*Хв Wll».- (10) 
U = l 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существует инвариантная относительно сдвига 
идеальная структура G (т. е. sup ||Р*;||о—G < °о) такая , что для 

*=0,±1,... 
некоторых двух бесконечных множеств U С Z и V С Z сужения G L 
и G L совпадают с / i | и coL соответственно [8, предложение 1]. Не 
ограничивая общности, можно считать , что [/ С L , V С 2£_, Z_ = 
{ 0 , - 1 , - 2 , . . . } . Обозначим Я = G(2"fc/2), X = ( L b £,«>)£ • Тогда X — СП 
на (0,оо); так как /i С G С /оо, то Л(*]/2) С X С М^1 /2) ввиду (6) и (7) 
и, значит , <fx(t) ^ ^1/Г2- Непосредственно проверяется, что ||Лк||я « 2fc/2 

(см. также [9]). Поэтому в силу предложения ||<т2к||х—x ^ 2fc/2, откуда 
из-за квазивогнутости [1, с. 70] ||<т*||х—х ~ ^1/?2 и -ух — &х — ̂ х — Рх — 1/2-

Пусть [/ = {-п^}^_15 где 1 ^ пх < п2 < Тогда система { е * } ] ^ , 
ek — (2~nfc+1,2~nfc], очевидно, удовлетворяет условиям (3) и (4). Если 
Ck ^ 0, то согласно вложению A(t1^2) С X и соотношению (5) д л я 

оо 

2/ = Е chXek 

IMk^l|y||A(«'/")<^l||(ct)ll«i-
Наоборот, если —п; < & ^ —nj_i, j = 2 , 3 , . . . , то 

2? 2* 
)C(2k,y; L b Loo) = j y*(«)ds 2 J y(s) d O ^ ^ 2 " ' / 2 ( 2 - " ' - 2""'+') 

о о i = J 

+ Cj_i2n*- l /2(2* - 2 - n 0 ^ 1/2 • 2*+n- ;- l /2Cj_i. 

Обозначим 6 = (6fc), 6<; = 2~k!2}C(2k,y;Li,L0O) д л я -n^ < fc ^ —nj_i, 
j = 2 , 3 , . . . , и Ьь = 0 д л я остальных к Е Z. Тогда ввиду предыдуще­
го неравенства 

1 °° 
IMIx 2 \\Ь\\Е = | |(^2-*/2)| |G £ ||(6,2-*/2)||G|i/ = \\(Ьк2-к'*)\\,1]а 2 о £ Ы -

Итак, 
II ° ° II CO 

= 1 I Л" 

Через У обозначим множество всех функций х = ж(2), измеримых 
на [0,1], для которых их продолжение нулем на [0,оо) принадлежит X, 
с нормой, равной норме в X этого продолжения. Тогда У — СП на 
[0,1], 7У = aY = PY — $Y = 1/2 и справедливо (10). Далее, пространства 
h(2-k'2) и Е = G(2"fc/2) интерполяционны между /„, и /oo(2"fc/2) [9]. По­
этому если предположить, что У = Л^1 /2) на [0,1], то, рассуждая таким 
же образом, как во второй части доказательства предложения, мож­
но показать, что /1(2~fc/2) \g_ - Е \%_ , т. е. G \ъ_ = / i | z _ (см. также [10, 
предложение 2]). Последнее противоречит выбору пространства G. Те­
орема доказана. 

4. Обозначим через F(i})) класс СП на [0,1] с фундаментальной функ­
цией tp-(t). Покажем, что теорема 2 несправедлива для F (^ ) , д а ж е если 
эквивалентность норм на конусе функций вида (1) заменить их изоме­
трическим совпадением. 

Напомним: для показателей растяжения фундаментальной функ­
ции и индексов Бойда СП всегда выполнено 0 ^ ах ^ Ух ^ $х ^ Рх ^ 1> 
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причем для важнейших классов СП (пространств Лоренца, Марцинке-
вича, Орлича) ах = Ух и 0х = &х- В [11] тем не менее был приведен 
первый пример СП на [0,1], для которого это не так. (В дальнейшем 
такие СП стали называть пространствами не фундаментального ти­
па). 

Здесь построим СП X на [0,1] не фундаментального типа, <fx{t) — 
t1'2 (и, значит , ух = $х — 1/2), &х = 0, /?х = 1, и в то же время на неко­
тором конусе ступенчатых функций вида (1) норма X будет совпадать 
с нормой Li- В дальнейшем 

1/2 

(я, у) = J x(t)y(t) dt, \\x\\2 = У И012 Л 
о \о 

Д л я n £ N, n ^ 2, 1 ^ г < $ п и 0 < 6 ^ 1 положим 

hi~hat) Ui = hiX(ai_ltai), wn-n~l/2 sup Л,- = п ~ 1 / 2 ^ ^ г , 
' ' г = 1 

#n(s) = <rnwn(s) = wn(s/n), rn(s) = <7n-iwn(s) = wn(sn). 
Оценим, прежде всего, sup (gn,hb) и sup (rn,hb) (n — 2 ,3 , . . . ) . Д л я 1 < 

j ^ п после несложных вычислений получим 

/ £ щ dt = х> - 1 / 2 (а ; - ai-i) = ( 2 „ _ 1 ) n l / 2 -

(wn,hj) — п 1/2 I ^ / г/г7г̂  Л -f 2 ^ / г/г/г; dt J = n ly/2 j / zijhj 

Поэтому 
1 1 \ / 1 

• Л 

- f ] T fuihjdA ^ n " 1 / 2 [ 1 + а " 1 / 2 / ] j ^ t i . -A j ^ п " 1 / 2 [ 1 + ( 2 п - 1 ) - 1 ] . 

Если теперь аг ; ^ Ъ < аг+х (1 < г < п), то 
а, 6 

(wn, А*) ^ / wnhi dt + n~1 / 2 / ui+lhb dt <C n~1/2[2 + (2n - l ) " 1 ] . 
0 at 

Последнее неравенство, очевидно, справедливо и для 0 < 6 ^ а\ и 
<2п ^ 6 ^ 1. Таким образом, для всех 0 < 6 ^ 1 

K , M ^ w - 1 / 2 [ 2 + ( 2 n - l ) - 1 ] . (11) 
Если с = b/n, d = 6n, то 

1/п 

(gn,hb) = n wn(t)hb(tn) dt = гс1/2 / wn(t)hc(t) dt, 
о о 

1/п 1 

( г п , М = - / wn(t)hb(t/n)dt = п~1 / 2 / wn(t)hd(t)dt. 
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Поэтому ввиду (11) 

sup ( ? ^ ^ 2 + ( f - l ) - 4 3 , (12) 
0 < 6 ^ 1 

sup (гп,Л6) ^ - [2 + (2п - I)"1] <С - . (13) 
0 < 6 ^ 1 П П 

Определим конус V и вместе с ним пространство X. З а д а д и м по­
следовательность натуральных чисел: п\ = 2, 

n m + 1 = 22n^n-^nm (га = 1, 2 , . . . )• (И) 
Если (а™)Г=Го — серия точек, построенная по числу пГП) как и ранее, то 
их объединение по га = 1,2,... ввиду (14) при естественной нумера­
ции образует последовательность, монотонно стремящуюся к нулю, а 
система всех промежутков (о^1,а^1] является разбиением [0,1/2]. Обо­
з н а ч и м через V конус функций вида 

оо n m 

V(t) = CoX[l/2,l](<) + Y, Ё С Г Х ь т ( < ) , 
m = l г = 2 

где 

X«,m(<) = X(a™_1}a™]{t) ( m = l , 2 , . . . ; i = 2 , . . . n m ) , 

0 ^ со ^ cx
ni < c ^ . ! ^ . . ^ U c ^ . . . ^ ^ . . . ^ ^ , . . ^ U . . . . 

Если (5 = V\J{hb,0 < b ^ 1}, то по определению пространство Х состоит 
из всех измеримых на [0,1] функций х = x(t), для которых 

1 

||х||х = sup / x*(t)q(t)dt < оо. 
g£Q, J 

Iklb^i о 
Из свойств перестановки функции [1, с. 88-106] следует, что X — СП 
на [0,1]. Кроме того, \\q\\x = 119112 лля q eQ. Поэтому 

^x(t) = \\X(o^\x=^2\\ht\\2=t^) 

и для wm = wnrn будет \\wm\\x = INmlb = 1 - 2 " 2 П т . О т с ю д а L2 С X С 
М^ 1 / 2 ) , и для всех га = 1, 2 , . . . 

3/4^\\wm\\x = \\wm\\2^ 1. (15) 
Докажем, что ах = 0, /Зх = 1. Ввиду (15) д л я этого достаточно 

проверить, что | |^m | |x w * и Нгт||х ~ п" 1 ( # т = 0 П т , г т = г П т ) . В си­
лу соотношения (12) и (13) и определения X последнее эквивалентно 
равномерной ограниченности величин (#m ,u) и п т ( г т , г ; ) по всем г; Е V, 
|Н | 2 ^ 1 и raeN. 

Итак, пусть г; Е К, га Е N. Представим v = v\ -f ъ>2 4- г>з, где 
m - l rcj n m 

*>1 = X ] 5^^^».>*+С0^[1/2,1]> ^2 = ^ O f t . m , ^3 = V-Vi - v2. 
j = l i = 2 г=2 

Так »ак из-за (14) nma™m_1 <С а™-1, д л я п = пт будет 
1 1 

( f f m , V l ) = J gmVldt^n-ll2 j U™(tln)vX(t)dt 

„ m — 1 „m—1 
a i Ql 

^n-^iKCOiHKib^iKibihib. 
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Но ||u™||2 ^ 1, и поэтому 
(9т,Ы)^ 1. (16) 

Если г == l / n m + i , то 
г г 

• (0т , Из) = / 9mV3dt = / WmV3dt, 

О О 

так как на (0, г) функция wm постоянна. Следовательно, 

(9т, УЗ) ^ l l^mlhlMh ^ 1- (17) 

Оценим, наконец, (gm,V2)- Представим дт — w'm + w'm, где 

n n 
/ - 1 / 2 \~^ - 1 / 2 // - 1 / 2 V ^ - 1 / 2 

™m = n ' 2 ^ « г Х С п а . ^ Л - О ' ^ m ^ ™ ' / ^ G * *(&,-i,na t)> 
s=l г=1 

6?_i = nai-i -f аг — аг_1, n = n m , аг- = am . 

Так как функции u>^ и wm равноизмеримы, то ввиду (15) ||u;m||2 — 
— 1/2 

ll^mlb ^ 1- Кроме того, легко проверить, что а{ (аг- — аг_1) ^ 2~п(аг+х — 
aj)1/2 д л я 1 ^ г ^ гг — 1. Поэтому 

(9т^2) = « ^ Ж ^ ™ , ^ ) ^ H^mlbll^lb 
п—1 1 п—1 

+ П - 1 ' 2 £ С + 1 «Г 1 / 2 ( " - 1)(а< - а,-.!) ^ 1 + | ^ Е сй-х(*+1 - а«) 1 / 2 

i= i ^ »=i 

Ь = 1 

*/2 / п - 1 \ Х / 2 

(Е1) ^i + V I N l 2^2 ' 

(9m,V2)^2. (18) 

В итоге из (16)—(18) получаем 

(0m,t>)<4 (19) 

д л я любых т Е N и v £ V, \\v\\2 ^ 1. Рассуждая аналогично, можно 
показать, что (wm,anrnv) ^ 3 д л я т EN и v E V, \\v\\2 $J 1. Поэтому 

1 3 
(rm ,v) = — ( w m , < j n m u ) ^ — . (20) 

Из соотношений (19) и (20), как уже говорилось, следует ах — 0, 
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