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1. Введение. Свойства независимых функций, а также связанные с ними ве-
роятностные неравенства широко применяются при изучении геометрии функ-
циональных пространств (см., например, [1]–[3]). Во многих случаях ключевым
при этом является вопрос о том, дополняемо или нет подпространство, порож-
денное той или иной системой функций (т. е. существует или нет ограниченный
проектор на это подпространство).

Главный результат, анонсированный в данной заметке, — теорема 1 — говорит
о том, что для широкого класса симметричных пространств (с.п.) X на [0, 1],
обладающих вместе со своим двойственным так называемым свойством Кругло-
ва, дополняемость подпространства, порожденного независимыми функциями
fk (k = 1, 2, . . . ), эквивалентна дополняемости подпространства, порожденно-
го их дизъюнктными копиями в с.п. Z2

X на полуоси [0,∞), состоящем из всех
функций f , удовлетворяющих условию

‖f‖Z2
X
:= ‖f∗χ[0,1]‖X + ‖f∗χ[1,∞)‖L2[1,∞)

< ∞, (1)

где f∗ — непрерывная слева невозрастающая перестановка функции |f |. Если∑∞
k=1 m(supp fk) � 1, то в последнем утверждении Z2

X можно заменить самим
пространством X (следствие 1). Отметим, что эти результаты являются новыми
даже в случае Lp -пространств.

Тесная связь между свойствами независимых функций и их дизъюнктных
копий была замечена достаточно давно, по крайней мере, после замечатель-
ной работы Розенталя 1970 г. об изоморфной классификации подпространств
Lp -пространств [4]. В 1989 г. Джонсон и Шехтман [5] обобщили неравенства
Розенталя на класс с.п. Они установили, что для произвольного с.п. X на [0, 1]
существует такая константа β > 0, что любая последовательность независимых
функций {fk}∞k=1 ⊂ X ,

∫ 1

0
fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ), удовлетворяет неравенству

∥∥∥∥
n∑

k=1

f̄k

∥∥∥∥
Z2

X

� β

∥∥∥∥
n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

(n ∈ N). (2)

Более того, если существует такое p < ∞, что X ⊃ Lp , то для некоторого α > 0,
зависящего лишь от пространства X , выполнено противоположное соотноше-
ние: ∥∥∥∥

n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

� α

∥∥∥∥
n∑

k=1

f̄k

∥∥∥∥
Z2

X

(n ∈ N). (3)
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Не так давно автором заметки совместно с Сукочевым было показано [6, тео-
рема 3.1] (см. также [7, теорема 25]), что неравенство (3) справедливо и при
менее ограничительном и уже точном условии, когда с.п. X обладает так назы-
ваемым свойством Круглова, введенным Браверманом [8] на основе некоторых
вероятностных конструкций Круглова [9] (определение см. в следующем раз-
деле). Например, (3) выполнено в важных в приложениях экспоненциальных
пространствах Орлича LNγ

, где Nγ(u) = eu
γ − 1, если 0 < γ � 1 (условию

«X ⊃ Lp при некотором p < ∞» они, конечно, не удовлетворяют). Неравенства
(2) и (3) — основной инструмент в доказательстве как теоремы 1, так и тео-
ремы 2 о дополняемости подпространств, порожденных последовательностями
независимых функций, эквивалентными стандартному базису пространства lp .
В теореме 3 рассматривается важный частный случай пространств Лоренца Lp,q

(1 < p < ∞, 1 � q < ∞). И наконец, в последней части работы приведена еще
одна характеризация гильбертова пространства L2 на основе дополняемости
его подпространств (теорема 4).
2. Определения и обозначения. Пусть J = [0, 1] или J = [0,∞) и m —

мера Лебега на J . Для измеримой на J функции x = x(t) и τ > 0 введем функ-
цию распределения nx(τ) := m{t ∈ J : |x(t)| > τ}. Две функции x и y будем
называть равноизмеримыми, если nx(τ) = ny(τ) (τ > 0). В частности, любая
измеримая на J функция x равноизмерима с непрерывной слева невозрастаю-
щей перестановкой x∗(t) := inf{τ � 0 : nx(τ) < t} функции |x|.

Банахово пространство X вещественнозначных функций, измеримых по Ле-
бегу на интервале J , называется симметричным (с.п.), если 1) из того, что
x ∈ X и |y(t)| � |x(t)| п.в., следует, что y ∈ X и ‖y‖X � ‖x‖X ; 2) из того, что
функции x ∈ X и y равноизмеримы, следует, что y ∈ X и ‖y‖X = ‖x‖X .

Если X — с.п. на J , то двойственное пространство X ′ состоит из всех y ,
для которых ‖y‖X′ = sup

{ ∫
J
x(t)y(t) dt : ‖x‖X � 1

}
< ∞. Пространство X ′

также симметрично; оно изометрически вложено в сопряженное X∗ ; при этом
X ′ = X∗ тогда и только тогда, когда X сепарабельно. С.п. X называется мак-
симальным, если из того, что xn ∈ X (n = 1, 2, . . . ), supn=1,2,... ‖xn‖X < ∞ и
xn → x п.в., следует, что x ∈ X и ‖x‖X � lim supn→∞ ‖xn‖X . Далее, следуя [1],
будем считать, что все рассматриваемые с.п. сепарабельны или максимальны.
Важнейшие среди с.п. — пространства Lp(J) — являются как частью семейства
пространств Лоренца Lp,q(J) (1 < p < ∞, 1 � q � ∞), так и частным случаем
пространств Орлича (подробнее о с.п. см. [1], [10], [11]).

Пусть f — измеримая функция на [0, 1]. Через π(f) обозначим функцию
(случайную величину)

∑N
i=1 fi , где fi — независимые копии функции f , а N —

случайная величина, имеющая распределение Пуассона с параметром 1, неза-
висимая относительно последовательности {fi}. C.п. X на [0, 1] обладает свой-
ством Круглова (X ∈ K), если из того, что f ∈ X , следует, что π(f) ∈ X .
Упрощая ситуацию, можно сказать, что X ∈ K, если оно расположено доста-
точно «далеко» от пространства L∞ . В частности, это верно, если X ⊃ Lp при
некотором p < ∞. Например, Lp,q ∈ K для всех 1 < p < ∞, 1 � q � ∞. Кроме
того, если LNγ

— экспоненциальное пространство Орлича, то LNγ
∈ K тогда и

только тогда, когда 0 < γ � 1 [8, с. 42]. О свойстве Круглова и его применении
в изучении геометрии с.п. см. [8] и [7].
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Определенное соотношением (1) множество Z2
X (X — с.п. на [0, 1]) впервые

появилось в [2]. Так как функционал ‖ · ‖Z2
X
эквивалентен некоторой симмет-

ричной норме, Z2
X является с.п. на [0,∞). Если {fk}∞k=1 — последовательность

функций, определенных на [0, 1], то через {f̄k}∞k=1 далее будет обозначаться
произвольная последовательность их попарно дизъюнктных копий (т. е. равно-
измеримых с ними функций) на [0,∞), например, f̄k(t) = fk(t−k+1)χ[k−1,k)(t).

Говорят, что с.п. X допускает нижнюю p-оценку (1 � p < ∞), если суще-
ствует такая константа CX > 0, что для любых попарно дизъюнктных функций
x1, . . . , xn из X выполнено неравенство

(∑n
k=1 ‖xk‖pX

)1/p � CX

∥∥∑n
k=1 xk

∥∥
X
.

3. Основной результат.
Теорема 1. Предположим, что X — такое с.п. на [0, 1] , что X ∈ K и

X ′ ∈ K . Если {fk}∞k=1 ⊂ X — произвольная последовательность независимых
функций, то их замкнутая линейная оболочка [fk] дополняема в X тогда и
только тогда, когда в пространстве Z2

X дополняемо подпространство [f̄k] ,
порожденное их дизъюнктными копиями.
Замечание 1. В формулировке теоремы 1 учитывается, что дополняемость

оболочки [f̄k] в Z2
X — свойство, не зависящее от выбора дизъюнктных копий f̄k .

Более того, если функции gk и hk из с.п. Z на полуоси [0,∞) равноизмеримы
для каждого k = 1, 2, . . . , supp gk ⊂ [k − 1, k], supp hk ⊂ [k − 1, k] (k = 1, 2, . . . ),
то подпространства [gk] и [hk] дополняемы или нет в Z одновременно.
Замечание 2. Ни одно из условий X ∈ K и X ′ ∈ K в теореме 1 отбросить,

вообще говоря, нельзя. Действительно, система функций Радемахера rk(t) =
sign sin 2kπt (k = 1, 2, . . . ) порождает в с.п. X дополняемое подпространство
тогда и только тогда, когда G ⊂ X ⊂ G′ , где G — замыкание пространства L∞
в пространстве Орлича LN2

(см. [12] или [1, теорема 2.b.4(ii)]). В то же время
последовательность их дизъюнктных копий {χ[k−1,k−1/2] −χ[k−1/2,k]} (или, что
эквивалентно, {χ[k−1,k]}) порождает в Z2

X дополняемое подпространство для
любого с.п. X [10, неравенство (3.11), с. 112, и теорема 2.4.3].
Следствие 1. Пусть с.п. X удовлетворяет условиям теоремы 1, {fk} ⊂ X

— такая последовательность независимых функций, что
∑∞

k=1 m(supp fk) � 1.
Тогда подпространства [fk] и [f̄k] дополняемы или нет в X одновременно.
Доказательство. Прежде всего, как легко видеть, X дополняемо в Z2

X .
Кроме того, если f ∈ Z2

X такова, что m(supp f) � 1, то ‖f‖Z2
X

= ‖f‖X . Поэто-
му дополняемость подпространства [f̄k] в Z2

X эквивалентна его дополняемости
в X . Применяя теорему 1, получаем нужный результат.

4. О последовательностях независимых функций, эквивалентных
стандартному базису в lp . С помощью теоремы 1 можно получить следу-
ющий результат о дополняемости подпространств с.п., порожденных последо-
вательностями независимых функций, в случае, когда последние эквивалентны
стандартному базису в lp .
Теорема 2. Пусть 1 � p < ∞ . Предположим, что с.п. X допускает ниж-

нюю p-оценку, X ′ ∈ K и {fk} ⊂ X — последовательность независимых функ-
ций, эквивалентная в X стандартному базису пространства lp . Тогда если
либо (a) p > 2 , либо (b) p = 2 и X ⊃ L2 , либо (c) ‖fkχAk

‖X � δ > 0
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(k = 1, 2, . . . ) для некоторой последовательности множеств Ak ⊂ [0, 1] , та-
ких, что

∑∞
k=1m(Ak) < ∞ , то подпространство [fk] дополняемо в X .

Замечание 3. Условие почти дизъюнктности последовательности {fk} ⊂ X
в п. (c) последней теоремы существенно. Действительно, хорошо известно, что
последовательность независимых p-устойчивых случайных величин эквивалент-
на в Lr = Lr[0, 1] стандартному базису пространства lp , если 1 � r < p < 2, и
порождает при этом в Lr недополняемое подпространство (см., например, [13,
теоремы 6.4.18 и 6.4.21]).

Рассмотрим частный случай пространств Лоренца Lp,q = Lp,q[0, 1]. Так как
Lp,q допускает нижнюю max(p, q)-оценку (см. [14] или [15, теорема 3]), Lp,q ∈ K

и (Lp,q)
′ = Lp′,q′ ∈ K, где 1/p+ 1/p′ = 1 и 1/q + 1/q′ = 1, из теоремы 2 следует

Теорема 3. Пусть 1 < p � q < ∞ . Пусть {fk} ⊂ Lp,q — последователь-
ность независимых функций, эквивалентная в Lp,q стандартному базису про-
странства lq . Тогда подпространство [fk] дополняемо в Lp,q , если либо p � 2 ,
либо ‖fkχAk

‖Lp,q
� δ > 0 (k = 1, 2, . . . ) для некоторой последовательности

множеств Ak ⊂ [0, 1] , таких, что
∑∞

k=1m(Ak) < ∞ .
Предположим, что 1 � p < ∞ и последовательность {fk}∞k=1 независимых

функций из Lp = Lp[0, 1], ‖fk‖p = 1,
∫ 1

0
fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ), такова, что

замкнутая линейная оболочка [fk] изоморфна lp . Используя аргументы работ [4]
(см. теорему 4 и лемму 7) и [16] (начало доказательства теоремы A), нетрудно
показать, что тогда {fk} эквивалентна в Lp стандартному базису простран-
ства lp . Следовательно, так как при p 	= 2 неравенство ‖fkχAk

‖Lp
� δ > 0

(k = 1, 2, . . . ) выполнено для некоторой последовательности дизъюнктных мно-
жеств Ak ⊂ [0, 1] [17, теорема B] и Lp,p = Lp (1 < p < ∞), из теорем 2 и 3
вытекает следующая хорошо известная теорема Дора–Стабеда.
Следствие 2 [16, теорема A]. Предположим, что 1 � p < ∞ и {fk}∞k=1

— последовательность независимых функций из Lp = Lp[0, 1] . Если подпро-
странство [fk] изоморфно lp , то оно дополняемо в Lp .

5. Характеризация L2 . В работе [18] Семенов и Эрнандес рассмотрели во-
прос о дополняемости в с.п. X на [0,∞) подпространства, порожденного сдви-
гами ak = a(t− k + 1)χ[k−1,k)(t) (k = 1, 2, . . . ) фиксированной функции a ∈ X ,
a = a∗ 	= 0, supp a ⊂ [0, 1]. Применяя теорему 1 из данной работы и теорему
5.4 из [18], можно получить следующую характеризацию гильбертова простран-
ства L2 .
Теорема 4. Пусть X — с.п. на [0, 1] , X ∈ K , X ′ ∈ K . Следующие условия

эквивалентны:
(i) для любых последовательностей {fk} ⊂ X и {f ′

k} ⊂ X ′ независимых
одинаково распределенных функций, таких, что

∫ 1

0
fk(t) dt = 0 , подпростран-

ства [fk] и [f ′
k] дополняемы в X и X ′ соответственно;

(ii) X = L2[0, 1] .
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Непрерывность асимптотических характеристик
для случайных блужданий на гиперболических группах∗

c© 2013. В. А. Кайманович, А. Г. Эршлер

Имеется целый ряд естественных численных инвариантов, связанных со слу-
чайным блужданием на счетной группе G, задаваемым вероятностной мерой μ.
В частности, это норма переходного оператора, его спектральный радиус, пока-
затель экспоненциального убывания вероятностей возвращения, скорость ухода
на бесконечность, асимптотическая энтропия. Близким родственником скорости
ухода на бесконечность также является спектр показателей Ляпунова, опреде-
ленный для линейных групп.

Для отдельно взятого случайного блуждания (G, μ) эти инварианты и вза-
имоотношения между ними были предметом изучения, начиная с основопола-
гающей работы Кестена, вышедшей еще в 1959 г. Тем не менее вопрос об их
зависимости от переходной меры μ на одной и той же группе G исследован в
куда меньшей степени.

Mы описываем новый метод, основанный на использовании условных случай-
ных блужданий и позволяющий устанавливать непрерывность асимптотической
энтропии как функции переходной меры при достаточно слабых предположе-
ниях о мерах (конечность первого момента). Он сводится к проверке равномер-
ности в ленточном критерии описания границы Пуассона.

Несмотря на то, что в настоящей заметке мы ограничиваемся рассмотрением
словарно гиперболических групп, наш подход также применим и в ряде других
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