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1. Введение. Напомним некоторые определения теории интерполя­
ции линейных операторов (подробнее см. [1] или [2]). 

Тройка банаховых пространств (Х0, Хи X) называется интер­
поляционной относительно тройки (Y0, Yu Г), если непрерывность 
линейного оператора Т из Xi в Ft влечет непрерывность Т из X в Y. 
Под интерполяционным функтором (и.ф.) понимается функтор F 
[1], действующий из категории банаховых пар в категорию банахо­
вых пространств так, что для произвольных пар Х=(Х0, Х{) и У= 
= (У0, Yt) тройка (Хо, Хи F(X)) интерполяционна относительно 
тройки (У0, Уь F(Y)). Через sR обозначим одномерное пространст­
во R с нормой | |# | |SR=S|# | , через Ж — пространство R с нормой ||#||*н= 
=t\x\ (s, t>0). Тогда для и.ф. F 

F(sR, tR)=ty(s, t)R, 
где if>(s, t) —характеристическая функция (х.ф.) и.ф. F — неотрица­
тельна, однородна и возрастает по каждому аргументу. Поэтому 
ty(s, t)~tyl—J , где функцию ф(^)=г|)(и, 1) также назовем х.ф. 
соответствующего и.ф.; ср(и)(м>0) неотрицательна и квазивогнута, 
т. е. ср(и) возрастает, а убывает. 

Введем основное определение. Будем говорить, что и.ф. F интер­
полирует билинейные операторы, если для любых банаховых пар 
Х=(Х0, Xi), Y=(Yo, Ft), Z=(Z0 , Zi) и для всякого билинейного 
оператора В: XiXY^Zi (i=0, 1) выполнено В: F(X)XF(Y)-*F(Z). 

Важным примером и.ф. являются функторы вещественного мето­
да. Для банаховой пары (Х0, Х{) и £>0 определим Ж- и ^-функцио­
налы Петре [3]: 

CfC (*, х; Х0, А\) = inf {|| х0 \\Хо + t\\x± \\Xl} ( x G l 0 + *i)> 
x,eZ, 

f(t, x- Xo, Z1)=max{||x|U„, t\\x\\x,} (х^Х0()Х>). 
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Пусть Е — банахово идеальное пространство (б.и.п.) [4] двусторон­
них числовых последовательностей а==(а;)-оо°°. Обозначим через (Х* 
Х%)Е

Ж пространство всех х<=Ха+Хи для которых конечна Ы = 
= | | ( ^ ( 2 ^ х; Х0, Х*)),-||Я| через (Х0, Х%)Е^ ~ пространство всех х& 
<=XQ+XU допускающих представление 

X=Y Uj, (1) 

где щ*=Х0Г\Хи Норма в (Х0, Х^Е^ определяется как mf| | ( /(2 j , щ; XQf 
Х0Ы|я по всем представлениям (1). Для б.и.п. последовательностей 
G и функции f>0 через G(f) будет обозначаться пространство 
с «весом», норма которого Ц(л*)||Н1(а*/(2*))Нс- Если /«(maxfl, 
i/t))aEc:li(mm{l, lit)), то отображение (Х0, Х{)*-+(Х0, Х^Е^ (со­
ответственно (Хо, Xi)*-+(X0, XI)E^) определяет и.ф.; их совокуп­
ность называют вещественным ЛГ-методом (соответственно ^-мето­
дом) интерполяции. Если, в частности, тройка (lu li(l/t), E) интер­
поляционна относительно тройки {£«, /«(1/f), £ ) , то Е называется 
параметром вещественного метода и тогда для всякой пары (Х0* 
X ^ = ( * o , X i ) ^ [5, р. 432]. 

Важный и хорошо изученный частный случай приведенной кон­
струкции — пространства 

(X0f Х,)е, р = (Х0, XJ£(НЬ - (AV *i)? p ( r в, (0 < в < 1,1 < р < во). 

Ж.—Л. Лионе и Я. Петре в работе [6] (см. также [1, с. 100]) дока­
зали теорему: если Т — билинейный оператор, Т: X*XY,—*Z* (i=0f 1)'? 
то Т: (X* Х1)е.рвХ(У0, Yt)9,Pt-+(Zu, ZOe.p» где 0<6<1 и 

1 1 1 — <— + — - ! . (2) 
Р2 РО Pi 

Рассмотрим пример: (Х0, Xi) = (y0, У4) = (20, Z1)=t(Zl, hit)) и опера 
тор свертки последовательностей x=(Xi), у—(у<) 

S (х, у) = х*у = ( \ Xiyk-ij 

Условия теоремы Лионса — Петре выполнены, а так как (/*, /4(I))'е, р=* 
= U * e ) , то 5: (Хо, Х1)е,р0Х(Уо, У|)в,Р1-(20? Z,)e. P I ^ L * ^ » 

1 1 1 <Н> — < —^ + * 1. Следовательно, эта теорема точна, и среди 
Ръ Ро Pi 

функторов (•, )е, р (0<Э<1, Кр<оо) билинейные операторы ин­
терполируются лишь функторами (•, - ) 9 ? 1 (О<0<1). (В то же вре­
мя при определенных условиях на банаховы пары соотношение (2)] 
может быть ослаблено [7].) 

В настоящей работе задача изучения и.ф., интерполирующих би­
линейные операторы, рассматривается в рамках общего веществен­
ного метода. Показано, что в случае степенной х.ф. (p(t)=te и.ф. 
(•, •) t_e, i — единственный с таким свойством. В то же время в «слоях» 
функторов с некоторыми другими х.ф. их запас значительно богаче. 
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Докажем, прежде всего, один результат, показывающий принци­
пиальный характер примера с оператором свертки. 

ТЕОРЕМА 1. Для произвольных параметров вещественного ме­
тода Е0, Ei и Е2 следующие два условия эквивалентны: 

1) свертка E0*Et<=zE2; 
2) для любых банаховых пар( Х0, X t), (У0, У09 (Z0, Zt) и всяко­

го билинейного оператора Т: XiXYi-+Zi (i=0, 1) выполнено: 
Т: (Х0, XJ^XiY», У*)*,*-(Zo, Z . )** . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала имеется 2). Возьмем 

(Х0, Xt) = (Y9, Yt)^{Z^ Zi) = (/b h( i/t)) в качестве Г-свертку S. 
Так как S: Х,ХУ,-^ , то 1) следует из соотношения (1и М1/0)я£

 = 

- ( / . , / i ( 1 / 0 ) 1 , - ^ 1 5 , р. 424]. 
Идея доказательства обратного утверждения фактически из [6]. 

Итак, пусть Г —билинейный оператор, Т: Х<ХУ*-*£8. Представим 
я€= (Х„, X^EJ* и #е= (У0| У*)*/** в виде 

Jfc=-ao 
х^Хо + ^ ^ е ^ О » У = 2 ^ ^ к ( ^ к е У 0 П ^i) 

(последнее можно сделать, так как 2?* —параметр). Тогда в силу 
билинейности Т для всех *>0 

Ж (t, Т (х, у); Z0, Zx) < У ЯГ (*, T (x, u,); Z0, ZJ < 

<У°° (||Г( ,̂»к)1Ь, + *11У(*1.и01Ю< 

< V°° (М0 И х0 \\х. + 2-НМ11| хх \\хд ^ (2k, " ь У,. Fx), 

где Л/i = IIГ Их, XYJ—ZJ- Выбирая для каждого &eZ представление 
x=x0+Xi подходящим образом, получим 

ar(t,T(z,y);ZB,ZJ< 

< max (Д/0, Л/,) J 1 " ЯГ (*2~\ х; Х0, Хх) fr ( 2 \ щ; Ув, r t ) . 

Применим это неравенство при £=2*(s^Z) вместе с условием 1) 
для оценки ||Г(х, у)\\ в пространстве (Z0, Z1)*a

,3r: 

1|г<*. у)И—Н(ЛГ(2-. П* , у); £о, z t ) ) e i k< 
^тах(Мо, iJfiJlla^b^lU^CmaxfMo, ATi)||aJU|6JUi» 

где а*=(Х(2\ x; X0, Xj)), V=(«f (2*, и«; У0, У*)), а представление 
j - 2J ц* выбрано соответствующим образом. 

Доказанная теорема сводит вопрос о функторах, интерполирую­
щих билинейные операторы, к изучению свертки в пространствах по­
следовательностей. 
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В случае симметричных функциональных пространств [2] задачи 
•такого рода рассматривались рядом авторов, отметим, например, 
работы [8—11]. Из результатов, полученных в них, и теоремы 1 сле­
дует непрерывность билинейных операторов в некоторых пространст­
вах вещественного метода, параметры которых — симметричные про­
странства последовательностей со степенными весами. Однако это 
не дает (и как показывает теорема 3 из следующего пункта, не мо­
жет дать) новых примеров функторов, интерполирующих билиней­
ные операторы. 

2. Степенной случай. Через eh (k&Z) будем далее обозначать 
стандартные орты, т. е. последовательности (.., 0 ,1 ,0 , . .). 

ЛЕММА 1. Пусть G — б. и. п. двусторонних числовых последова­
тельностей, ||eft||G=l (k^Z). Тогда существуют С>0 и возрастающая 
последовательность натуральных чисел {Nh)kLi, для которых 

II \—^2Nie II II с -ч^Ь" II 

У eJ *СС\\ У eJ * 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что утверждение невер­
но, т. е. 

в,-
lim 
л-*оо| 

=—2п 
= оов 

• I \j--n II 

Тогда для Л/>2 найдется N=-N(M) такое, что для n>N 
\\ Х^\2п II II \~Лп II 

У > М V еЛ. 
Применяя это неравенство для n=2*N (s—0, !,. . . ,/>—1), получим 

I VH2p iV 

II 2-1.__fl j=-2^N 

••М У2 N eJ>...>Mp V 
для любого /?=1, 2 , . . . 

С другой стороны, по условию 
]2PN II с-!*Рл IE * | < £ 11̂11 = 2 ^ + 1. 

Таким образом, при /?=1, 2, 

Л/'* < М 'IE -' <2Р+2Л7 + 1, 

что противоречит неравенству Л/>2. 
ТЕОРЕМА 2. Предположим, что G — б. и. п. последовательностей, 

/:еь1(с = 1 (&^Z) и оператор свертки S: GXG-+G. 
Тогда G-=li. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как G — б. и.п. и ||efc|jG=l, то l^G. 
Докажем обратное вложение. 

Пусть у=(у{)^Е, уХ) и финитна, т.е. для всех i, | i | > # , y»=0. 
По лемме 1 найдем Ci>0 и возрастающую последовательность нату­
ральных чисел {Nk}T=i такие, что для всех &=1, 2 , . . . 

ZZ.A<C№. -Nk 
(3> 

ej. Тогда Выберем к0 так, чтобы Nh0^N, и обозначим z= \ 

xr\N 

zj= } У1 = \\У\к 

Следовательно, S(х, y)^Z' = } zfij — ||у \\h } e} *). 

S(x, y)-(2,)c. z,2s0 и для \}\<Nh, 

Так как G идеально, то по условию 

I: r » W * \У\\и Л - «К 
«; <l|5(x,y)! |<C2 | |x | |G | | i / | |G , 

где С2=||5||охо^с. Ввиду (3) поэтому ||j/||i,<C,C2||y||c. 
Если теперь y=(yi)^G произвольна, то для «срезки» yN=(y«N), 

в силу предыдущего ||yN||(1<C,C2||yw||G<C1C2||j/||0, Уг» = Уь 
О, >N 

причем Ci и Сг не зависят от N и у. Поэтому в неравенстве можно 
перейти к пределу при N-+°°, и теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть х.ф. функтора (•, •)•*> построенного по па­
раметру Е, равна te (0<6<1). Следующие условия эквивалентны: 

1) £=/,(*"-•); 
2) и. ф. (•, ')Е

Х интерполирует билинейные операторы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликация 1) =^2) следует из теоре­

мы 1. Докажем обратное. 
Так как х.ф. функтора (•, -)Е

Ж равна te, то Zi(^e"1)c:£czZ00(^
e-1) 

[12, с. 47-48] . Поэтому для G=£,(^1~e) ||ek||G«l (A;e=Z). Если вы­
полнено 2), то по теореме 1 S: ЕХЕ-+Е, откуда ввиду мультиплика­
тивности степенной функции S\ GXG-+G. Таким образом, для G вы­
полнены условия теоремы 2, и, значит, G=Zi, a £'=Z1(^

e~1). 
3. Общий случай. Пусть теперь х.ф. функтора (•, •)*•*» постро­

енного по параметру Е, равна ф (t). По теореме 1 этот и. ф. интер­
полирует билинейные операторы в том и только том случае, если 
оператор свертки S: ЕХЕ-+Е. Иначе говоря, существует С>0 такое,, 
что для всех x=(x,)eG, y—(yd^G 

\\У° ~г-* 'М1 <с1ИП1уЦ' 
где С = £ ( ф ) , ф(0=*/<р(*) и ф,=ф(23) . 

*) Для а=(аг), b=(bi) a**b означает: ai>bi для всех и 

(4> 
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Прежде чем сформулировать условия, достаточные для выпол­
нения (4), приведем некоторые определения. Если G и Я —б. и. п. 
последовательностей, то через G[H] будем обозначать пространство 
со смешанной нормой, т. е. множество всех матриц (alf h) таких, что 

||(а.-,л)||о[н]==||||КЛ)||н0)||с(Л)
<00. 

Через С обозначим б. и. п., дуальное к б. и. п. G, т. е. пространство 
нсех (г/,), для которых 

II (ft) Iks sup 
IK*i)ll(y 

И. наконец, на произведении GXH определим оператор R: R(x, y) = 
= (з#*-0<,*, где я = (,rt)€sG, j/=(y<)e=#. 

ТЕОРЕМА 4. Каждое из следующих условий достаточно для вы­
полнения соотношения (4): 

1) R непрерывен из GXG в G(&)[/«> (01 и 
ъ~л9 Чн 

2) R непрерывен из GXG в G(k)[G(i)) и 

4efo) = s u p | M M | 
feez||\ ФгФк-t / I 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 

Фк 

|G'(i) 
<^ос. 

(5) 

(6) 

•JO для любого A:̂ Z 

ZiUk-i 
Ф*Ф»-/ 

I ** | < sup | *#*_!• | sup V V* , 
te=Z teZ A J i = - ос фгфк-г 

откуда | |Ы | | в <4Лф) | |Я(* , I / ) | | G ^ Л ф ) И * Ы Ы ! а . 
Второе утверждение получается точно так же из неравенства 

2fr|<ll(^«yft-l)llG(i)sUP 
teZ \G' (i) 

З а м е ч а н и е 1. Неотрицательные квазивогнутые функции на 
(0, °°), удовлетворяющие условию (5) (и тем более (6)), сущест­
вуют. Примером является семейство функций 

fai(t) tb\nd(Mut), * > 1 , 

где 0 < а < й < 1 , с>1, d > l , а числа Л/,>ес 7 и Л/2>е''"(1~Ь) выбираются 
но непрерывности. 

Рассмотрим случай: 6?=/р (1^р^<*>). 
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ТЕОРЕМА 5. Пусть \^р<*о, — + \ = 1 и 

4p((p) = sup<pK. Г V (ф*фк-<)"'/1 ' < ° о . (7) 

Тогда и.ф. (•• •), (1/-} интерполирует билинейные операторы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 1М1р=НИ|/р, TO 

и к силу предыдущего теорема доказана. 
З а м е ч а н и е 2. Для /?=1 и /?=<» условие (7) точное. Деист 

вительно, если G=/oo, то, положив в (4) х=у=(1)-^ получаем 
Л«(<£)<«>. Отметим, что (7) возникает при изучении билинейного 
оператора 

В(х. y)=x(s)y(t) (8) 
в функциональных пространствах Марцинкевича [13]. 

Для />=1 (7) перейдет в условие 

которое получается, если в соотношении (4) в качестве х и у брать 
орты eh. Ввиду квазивогнутости ф (9) эквивалентно обобщенной по­
лумультипликативности этой функции, т. е. существованию С>0, 
при котором для всех s, />0 у (st)^C<f(s)q {(). 

Рассмотрим случай: 1 </><<». 
ТЕОРЕМА 6. Предположим, что и..ф. (•» • ) / ц - ^ 1<р<°°, ин­

терполирует билинейные операторы и для всякого и>0 функция 
ty(s) = — . . монотонна на (О, <*>). Ф (s) 

Тогда выполнено соотношение (7). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть z= (zk). £/: •= \ '•— .^r/j „г 

По условию существует С>0 такое, что для х~(х^^1Р. у~(уд^1р 
Ы,<СЫР\\У\\Р- (ю>: 

Предположим, что #Х) и финитна, .г,=0, если |?|^ЛГ. Для фпксиро-
\n2 i v 

ванного к^Ъ положим у^ } е^. 
Если —ЛЧ-А'<т<ЛЧ-А\ то г,(( =••V л — • я*. Поэтому 

Х - * / ̂ — х ф j Ч >'»-/ 

iNW ÎMU (ID 
где „ - J*" i i VЛ - * £ * _ е , , . 



Обозначим через Jt множество таких ШЪ, что функция 

ф (S) = 2Щ&. /а значит, и *(2*-*) = <p(2
t^) \ 

' Ф(«) V ' ф(2*"'»)/ 
возрастает, через /2 — множество i, для которых она убывает. Тогда 

y>max(V _£i*i_ у" ewh у -лш-у e,+k) 
и поэтому 

||»||p > max f V - ^ P * _ , у _£*ФЦ (ЛГ + 1)I/P. 
ViLJiei, ф^ф -̂ Z-fe/, ф ^ ч Г 

Отсюда ввиду (10) и (11) для любой финитной z=(zi), |М|Р=1 

т а х ( у hihjL,у \^Ы\<2^с. 
\*-Л<=и ФiФfc-l• *^-teJ, ф!фк-1 / 

Переходя к точной верхней грани по (х<), получим 

юах{гv .(-^-)Т'f£ МЧТ1<21/"с* 
откуда в силу условия /tU/2=Z 

\у~ (^^Yf'^^c. 
Теорема доказана. 
В качестве другого примера рассмотрим обобщение 1Р — шкалу 

пространств Лоренца lPt 9(1</><°°, 1^<J<°°): ограниченная после­
довательность х=(хк)^00

00^1рtQ, если конечна 

sup (xfiVv), q = oo, 
^ i<=N 

где (xi*)iLi —перестановка (xft) в невозрастающем порядке [14, 
с. 146]. В частности, 1Р,Р=1Р. 

П р е д л о ж е н и е . Билинейный оператор R(х, у) = (х<, ул_а) не-
прерывен из lPtqXlPtq в lP,q{k)[l(P-i)q>(i)], если 1<р<«>, 1^д<р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала д=1. Зафиксируем я= 
= (хл)е/р, i и положим Txy=R{x, у). Оператор Тх линеен, оценим 

, Й ( 1, i G e , 
его значения на характеристических функциях ^ (j) = < # 

Заметим, что в случае card(e)=r справедлива оценка 
* \\T.xJiU<SrX, 

г д е игх •= \Х-± у • • •, х^ , . . . , Xfc , . . . , Xfc , • • »у« 
г 

22 



Поэтому 
H l i r , x * I U ) l U i « ) < I I ^ I U i = 

= У°° х,,* У*' А'»-* < рг*>г Y°° хк* (№'• — (к— 1)»/Р) < 

Отсюда ввиду дискретного варианта леммы 5.2 гл. 2 из [2] полу­
чаем, что ||ГХ|| из /р, t в 4 л [/„(О] не превосходит 4р||а:|1р,,. Это озна­
чает, что Я: /,, ,Х1Р, ,—/,,,(*) 1М01 и ||Д||<4р. 

В случае \<q<p воспользуемся комплексным методом интер­
поляции [1, гл. 4]. По доказанному 

/?: / ,X/ P - / , (*) [ f , ( i ) l . 
(12) 

Я: /г.>XlP.,-lP, t(k)[/„(О]-
1 — ft ft 1 

Возьмем 6: — j \ = — . Как известно [1, с. 126], при каж­
дом 0<8<1 комплексный метод интерполирует билинейные опера­
торы. Кроме того, [1Р |, lP]e=lPtq (см. [14, с. 146] и [1, с. 134]) и для 
любых б. и. п. Еи Ft 0=0, 1) [E0[Fo]. £ , [ ^ ] ] е=[£о . Ех]e[[F».F{]»\ 
[15]. Следовательно, интерполируя (12), получим 

Я : 1Рш qXlP% q+l9% q(k) [ [ J p ( 0 , /ос ( 0 1 e ] . 

Так как 6=/>7g\ то [iP, i00]e=/(p-i)r7* [1, с. 139]. и предложение до­
казано. 

Из предложения и теоремы 4 следует 
ТЕОРЕМА 7. Пусть Кр<°°, Kq^p и для функции ср выпол­

нено условие (5). 
Тогда и. ф. (•, •)} ц/-) интерполирует билинейные операторы. 
З а м е ч а н и е 3. Предположим, что норма б. и. п. последова­

тельностей Е порядково полунепрерывна, т. е. из 0^#„ |# (хп, х^Е) 
следует IWU-HWU. Тогда непрерывность R из ЕХЕ в /?(&)[£<* (0) 
эквивалентна непрерывности оператора V(x, y)=:(xhyi), являюще­
гося дискретным аналогом оператора В (см. (8)), из ЕХЕ в E(ZXZ)« 
Это позволяет показать, что Rl 1Рч xXlPt x^lPt oc(&) [J«:(0L Автору не­
известно, непрерывен ли оператор Я из lPtiXlPti в lP,\(k)[lPii(i)]. 

Куйбышевский государственный Поступило 
университет 18.01.92 
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