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Пусть Е — банахово идеальное пространство двусто­
ронних последовательностей действительных чисел а =* 
= (ак)и=-оо; со°>= (cô SL-oo и со1 = (со̂ )̂ =-оо — две последо­
вательности неотрицательных чисел. В [1] показано, что 
Е интерполяционно между (1г (со0), 1г (со1)) и (Zoo (co°), 
loo (со1)) тогда и только тогда, когда в этом пространстве 
непрерывен оператор Q, Qa — (Qa)k, где s 

(<?")* = У ~ a r m i n { - 4 - ) (a = ( ^ ) e £ ) . (1) 

В этой статье получен критерий непрерывности Q 
в том случае, когда со2 = ( — ] , где Д — неотрица-

тельная вогнутая функция на (0, оо) (£ = 0, 1). Тем самым 
дано эффективное описание пространств, интерполяцион­
ных между соответствующими парами. 

1°. Определения и обозначения. Пусть (40 , В0) и 
(Ах, Вг) — две банаховы пары [2]. Банахово простран­
ство Е такое, что 

At П Bt d Ed At +Bt (i = 0, 1), 

называется интерполяционным между (Л0, В0) и (Аъ 
В^), если любой линейный оператор, непрерывный из i 0 
в Ах и из В0 в Въ непрерывен в Е. 

Для любой неотрицательной функции / на (0, сю) ее 
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функция растяжения Mf определяется равенством 

M,{t)= sup Ш- ( 0 < « < о о ) , 
0<S<OO / \b) 

Mf полумультипликативна, и поэтому существуют числа 
[3, стр. 75]. 

lnM(t) In Mf(t) 
Vf—hm—т-1-— и 0 /= l im—т-~—, 

называемые нижним и верхним показателями растяжения 
функции /. Если / — вогнутая функция, то 0 ^ Y/ ^ 
< б / < 1 [3, стр. 76]. 

Пусть S (Z) — линейное пространство всех двусто­
ронних числовых последовательностей, Е (Z S (Z) — 
банахово идеальное пространство (БИП) [4, глава 4]. 
Предположим, что в Е для любого к = 0, ± 1 , . . . не­
прерывен оператор сдвига Рк (о,) == (flfr+j)£=-oo. Так как 
функция h(2к) = || РК\\Е-*Е полумультипликативна на мно­
жестве {2/f, к = О, ± 1 , . . .} , то существуют числа 
[3, стр. 75]. 

,. ЫРк\\Е-+Е т MPJE^E 
lxE == lim ~-= и vE — lim -£ , 

fc_>_oc A fe-*oo Л 

причем — оо < |LIS <; vE <C °°-
Если fx# = v# = 0 (иначе говоря, sup Ц Л С Ц - ^ Е ^ 0 0 ) ' 

fe=o, ±i , . . . ь~* 
то будем называть Е пространством, сильно инвариант­
ным относительно сдвига. 

Пусть Е — БИП последовательностей, / — неотри­
цательная функция на (0, оо). Тогда Е (/) — пространство 
с нормой 

ll(«i)lk/) = ll(«r/(2J))l|E. 
В дальнейшем всюду предполагается, что /0, f1nh — 

неотрицательные вогнутые функции на (0, оо) и /i/Zo1 

возрастает от 0 до оо. 
В заключение введем следующие обозначения: 

1 — t 
к~1:=*-Т> Н® = ТЩ~> //1 = /о^(Д.Уо1), y,lE = \iE(f.h 

4 = vElfrl) (i = о, 1), Цп = (ip (io1), h (/Г1)). 

2°. Формулировка результатов. ТЕОРЕМА 1. Следую­
щие утверждения эквивалентны: 
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1) БИП Е интерполяционно между 1г (/ *) и 1^ (/""*); 
2) |4>0, vb<l. 
ТЕОРЕМА 2,5 Для того чтобы существовало простран­

ство, интерполяционное между 1г (f1) и loo (Г1), необхо­
димо и достаточно/ чтобы у _ i^>0. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть G — БИП, сильно инвариантное 
относительно сдвига, у. -С> О- Тогда G (/д1) интер-

VA) ^ 
поляционно между 1г (f1) и loo (Г1), если и только если 
0 < Y f t < 6 f t < l . 

ТЕОРЕМА,4. Если yfi = 6,. (i = Q, 1), то БИП Е 
' > >• 

интерполяционно между lx (f"1) и loo (Г1) тогда и только 
тогда, когда yfo < u.# ^С VE < Y/i-

3°. Доказательства. Сформулируем и докажем ряд 
вспомогательных утверждений. 

Стандартными рассуждениями устанавливается спра­
ведливость первого из них. 

ЛЕММА 1. Пусть Е0, Еъ F0, Fxu G — БИП последо­
вательностей, f — неотрицательная функция на (О, ос). 
Тогда G интерполяционно между (Е0, Ег) и (F0, Ft), если 
и только если G (/)" интерполяционно между (Е0 (/), 
Ег (/)) и (FQ (/), Fx (/)). f® И 

Назовем последовательность (a7)jL_oo квазивогнутой, 
если Й;- > 0 и а7- <; aj+1 ^ 2-а7- (/ = 0, ± 1 , . . .). 

ЛЕММА 2. Пусть Е — БИП, интерполяционное ме­
жду (Zoo, и (Г1)) и (loo, loo (Г1)), Т: Е -> S'f(Z) —монотон­
ный линейный оператор (т. е. из а = (а7-), а7- ^> 0, следует 
Та"— {Та)у, (Та)и\^ 0). Предположим, что существует 
С ^> 0 такое, что для любой квазивогнутой а = (я7-) £Е 2? 

| | Г а Ц я < С | | а | | в . 

Тогда найдется С1(Е)^>0 такое, что для любого 
а^Е 

В г 1 а | | я < С 1 ( Я ) . С . | | > | | я . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого а == ( а Д ё г Д 
последовательность а = (%), где 

а^ = sup [min (1, 2*-'') • | а,- | ] , 
—co<;j<oo 

квазивогнутая, и | afr | < йц (к,= 0, ± 1 , . . .). В силу 
интерполяционное™ £ между (Zoo, Z^ (Г1)) и (Zoo, Z^ (^1)) 
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существует Сг (Е) > 0, для которого || а \\Е < Сх (Е). 
• | |а | |я [5, стр. 36]. 

Таким образом, ввиду монотонности Т 
[ | r a | U < | | r a | | s < C | | a | U < C 1 ( £ ) . C | | a | U . 

ЛЕММА 3. Если у -i]> 0, то следующие условия экви-
валентны: 

а) 0 < Т л < в л < 1 ; 
6 )v х > 0 , б < 1 . 

fh'fo h-ft 

Д о к а з а т е л ь с т в о . б) -> а). Так как ft-f^ воз­
растает от 0 до оо, a t~1-f1 (t) убывает [3, стр. 67], то для 
0 < s < 1 

л а д = sup \/°®'< sup y°(g/ ^ м l(S). 
*\ /в(0/ Л1/о(0/ 

Так как у - i > 0 , то отсюда следует Yh > 0. 
Используя соотношение 

HVi-tf^fvfh (2) 
и [3, стр. 144] 

^ = 1-^- V.^-Vr,1' (3) 
точно так же получаем, что бд < 1. 

а) ->- б). Так как для 0 < 5 <; 1 

АГ !(,)= sup y;^V <мЛ(^ riw>, 
\ /о (0 У 

то из Y -i^>0 и 7л ^> 0 получаем, что у _i]>0. 

С помощью (2) и (3) так же доказывается и второе неравен­
ство из б). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы " 1. 1) -> 2). 
По лемме 1 Е (/0) интерполяционно между (Zx, lx (/o'/i1)) 
и (Zoo, Zoo (fo-fi1)), и поэтому [1] в Е\ (/0) непрерывен оператор 
$ из (1) для со0 = (1)„ со1 = (/0 (2*)//! ( 2 % . Так как 
fi-fo1 возрастает, то отсюда следует, что в Е (/0) непреры­
вен оператор &, Qia = (Q1a)k = (21.<Haj)k. 
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для к = 1, 2, . . . -' " . ^ 
|| Ък \\Е = 2"* || Pk(arh (20) ЯВ(/-Ь < 2-"* || а \\Е, 

где е > 0. Поэтому 

ll<?«b<SL-ooll^lU<C||fl||£. 
Теорема 1 доказана. -
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Если 

у -1^>0, то по лемме 3 

Т / . г х > 0 , ' . 6 7 i < l , (5) 

где 0 < 7 л < б Л < 1. 
Пусть G — любое пространство, сильно инвариантное 

относительно сдвига. Непосредственным подсчетом убеж­
даемся в том, что 

\XE=Vf - l , - v i = 6 / .у, > (6) 

где Е = G (fh1). Следовательно, в силу (5) и теоремы 15$ 
интерполяционно между 1г (f1) и /«> С/"1). 

Докажем обратное. Пусть Е — БИП, интерполяцион­
ное между U f 1 ) и IZJf% ej = (..,, О, 1, 0, ) (/ = 

j 
= 0, ± 1 , . , .). Так как Pkej = е^к (/, к = 0, ± 1 , . . .) 
и по теореме 1 и.# > 0, v^ < 1, то для к = О, 1, 2, . . . 

М . l ( 2 * ) < 2 sup M ^ W C f t = • \ 

j=o, ±i , . . . II ej-fc HF(/O) ' II* j H#(/i) • j=o, ± i , . . . II *j-fc U#(/о) 

... 1'ЛЦ^Г; 
. sup - — 1—<C.2-«*, 

i=0,±l,... J ' i ^ l ) , 

где е ^> 0. Отсюда 7 - i !>0. Теорема 2 доказана. 
Доказательство теоремы 3 непЬсредственно следует из 

леммы 3, соотношения (6) и теоремы 1. 
П р и м е р . Пусть /0 , /х и h -7- неотрицательные во­

гнутые функции на (0, оо), у _i *> 0, 1 <[ р <; оо. Из тео-
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ремы 3 мы полу^йем, что пространство lv (Д1) Интерпола 
.—, . _ • * 

ционно между 1г (f"1) и l^ (/_1) тогда и только тогда, когда 
О < Т/1 < «л < 1. 

Доказательство теоремы 4 следует из теоремы 1 и двух 
неравенств, справедливость которых проверяется непос­
редственно: 

W" \\P-k |U(/o)-*£(/o)<J Р-к \\Е-*Е <^ 
М/о(2*) 

-к 2 
<Mfo(2-k)\\P^\\EU^Eifoh 

В заключение автор выражает благодарность Е. М. Се­
менову за постоянную помощь и внимание к работе. 
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